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A b s t r a c t  
T h e  m o s t  c o m m o n l y  u s e d  d e f i n i t i o n  f o r  h u m a n  t r e m o r  i s  a s  a n  i n v o l u n t a r y ,  r o u g h l y  
s i n u s o i d a l  o s c i l l a t i o n  o f  o n e  o r  m o r e  p a r t s  o f  t h e  b o d y .  I t  h a s  b e e n  e s t a b l i s h e d  t h a t  t h e  
a p p l i c a t i o n  o f  v i s c o u s  d a m p i n g  c a n  s i g n i f i c a n t l y  r e d u c e  t h e  a m p l i t u d e  o f  t r e m o r  r e l a t e d  
o s c i l l a t i o n s ,  b u t  t h a t  t h e  l e v e l  o f  d a m p i n g  r e q u i r e d  a l s o  i m p e d e s  v o l u n t a r y  m o t i o n .  
E v i d e n c e  w o u l d  s u g g e s t  t h a t  i f  a  c o n t r o l l a b l e  d a m p e r  w e r e  u s e d ,  t h e n  i t  m a y  b e  p o s s i b l e  
t o  m o d u l a t e  t h e  d a m p i n g  s o  a s  t o  p r o v i d e  a  s i g n i f i c a n t  l e v e l  o f  t r e m o r  s u p p r e s s i o n ,  
w h i l e  a l l o w i n g  v o l u n t a r y  m o t i o n .  A  c a n d i d a t e  f o r  t h e  c o n s t r u c t i o n  o f  s u c h  a  d a m p e r  i s  
e l e c t r o r h e o l o g i c a l  ( E R )  f l u i d .  W h e n  a n  e l e c t r i c  f i e l d  i s  a p p l i e d  t o  a  v o l u m e  o f  E R  f l u i d ,  
i t s  m a t e r i a l  p r o p e r t i e s  c h a n g e  f r o m  t h a t  o f  a  N e w t o n i a n  f l u i d  t o  t h a t  o f  a n  e l a s t i c - p l a s t i c  
s o l i d .  T h e s e  s t r u c t u r a l  c h a n g e s  o c c u r  w i t h i n  m i l l i s e c o n d s  a n d  a r e  c o m p l e t e l y  r e v e r s i b l e ,  
m a k i n g  E R  f l u i d s  a n  a t t r a c t i v e  o p t i o n  w h e n  d e s i g n i n g  c o n t r o l l a b l e  d a m p e r s .  T h e  
a n a l y s i s  a n d  d e s i g n  o f  c o n t r o l  s t r a t e g i e s  f o r  E R  d a m p e r s  r e q u i r e s  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  
s u i t a b l e  m a t h e m a t i c a l  m o d e l s .  I n  p a r t i c u l a r ,  m o d e l s  s h o u l d  b e  c a p a b l e  o f  p r e d i c t i n g  t h e  
d o m i n a n t  b e h a v i o u r  o f  t h e  d e v i c e  w h e n  c o u p l e d  t o  o t h e r  p h y s i c a l  s y s t e m s .  I n  t h i s  t h e s i s ,  
w e l l  k n o w n  t h e r m o m e c h a n i c a l  p r i n c i p l e s  a r e  u s e d  t o  d e v e l o p  s i m p l e ,  p h y s i c a l l y  
i n t u i t i v e  m o d e l s  w h i c h  a r e  w e l l  s u i t e d  f o r  a n a l y s i s  a n d  c o n t r o l  d e s i g n .  T h e  s i m p l e s t  o f  
t h e s e  d a m p e r  m o d e l s  i s  t h e n  c o u p l e d  w i t h  a  f o r c e d ,  s e c o n d  o r d e r  o s c i l l a t o r ,  r e p r e s e n t i n g  
t h e  h u m a n  f o r e a r m / e l b o w  s u b j e c t  t o  t r e m o r .  A  d e t a i l e d  a n a l y s i s  o f  t h e  q u a l i t a t i v e  
b e h a v i o u r  o f  t h i s  s y s t e m  i s  t h e n  p e r f o r m e d ,  u s i n g  t r a d i t i o n a l  e n e r g y  b a s e d  a n d  L i a p u n o v  
t y p e  t e c h n i q u e s .  S u f f i c i e n t  c o n d i t i o n s  f o r  t h e  e x i s t e n c e  a n d  s t a b i l i t y  o f  p e r i o d i c  
s o l u t i o n s  a r e  a l s o  p r e s e n t e d .  A  r e s u l t  o f  t h i s  a n a l y s i s  i s  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  a  n o v e l  
c o n t r o l  s t r a t e g y  f o r  t h e  a t t e n u a t i o n  o f  p e r i o d i c  o s c i l l a t i o n s .  I n  t h e  f i n a l  s e c t i o n  o f  t h e  
t h e s i s ,  t h e  f e a s i b i l i t y  o f  u s i n g  t h e  a b o v e  m e n t i o n e d  c o n t r o l  s t r a t e g y  f o r  s u p p r e s s i o n  o f  
h u m a n  t r e m o r  i s  i n v e s t i g a t e d .  T h e  t h e o r e t i c a l  r e s u l t s  a r e  q u i t e  f a v o u r a b l e  a n d  a r e  
s u p p o r t e d  b y  n u m e r o u s  s i m u l a t i o n  r e s u l t s .  
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F i g  5 . 4  C o m p a r i s o n  o f  c o n t r o l l e d  m o t i o n s ,  c o r r e s p o n d i n g  t o  l i n e a r  
a n d  d i s c o n t i n u o u s  f e e d b a c k .  1 2 6  
F i g  5 . 5  C o m p a r i s o n  t o  l i n e a r  a n d  d i s c o n t i n u o u s  f e e d b a c k .  1 2 7  
F i g  5 . 6  C o m p a r i s o n  o f  p e r t u r b e d  a n d  c o n t r o l l e d  m o t i o n s  
o f  C ,  .  1 2 8  
F i g  5 . 7  C o m p a r i s o n  o f  c o n t r o l l e d  m o t i o n s  o f  C ,  a n d  C ,  .  
1 3 1  
F i g  5 . 8  C o m p a r i s o n  o f  c o n t r o l l e d  m o t i o n s  o f  C ,  a n d  C ,  .  
1 3 1  
F i g  5 . 9  C o n t r o l l e d  m o t i o n s  o f  C D  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  
d y n a m i c  c o n t r o l  a n d  s t a t i c  c o n t r o l .  
1 3 2  
F i g  5 . 1 0  C o m p a r i s o n  o f  t h e  t r a j e c t o r i e s  o f  t h e  E V P  m o d e l  
c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  d y n a m i c  c o n t r o l  a n d  s t a t i c  c o n t r o l .  
1 3 2  
F i g  5 . 1 1  C o m p a r i s o n  o f  n a t u r a l  a n d  c o n t r o l l e d  m o t i o n s  o f  C D  e s t i m a t e d  
e s t i m a t e d  c o n t r o l .  1 3 3  
F i g  5 . 1 2  C o m p a r i s o n s  o f  t h e  p h a s e  p o r t r a i t s  o f  t h e  l i m i t  t r a j e c t o r i e s  
o f  C, u n d e r  v a r i o u s  c o n d i t i o n s .  
1 3 4  
F i g  5 . 1 3  P o r t i o n s  o f  t h e  t r a j e c t o r i e s  o f  C ,  .  
1 3 5  
F i g  5 . 1 4  P o r t i o n s  o f  t h e  a c c e l e r a t i o n .  
1 3 6  
S y m b o l s  a n d  n o t a t i o n  
M a t h e m a t i c a l  s y m b o l s  
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9 I n  
( x ,  Y )  
1x1 
i n t  C ,  b d C  
B ( x ;  r )  
f  :  S ,  H  S 2  
f i  o f 2  
f  - '  ( 9  
X(X) 
f o r  a l l  
s u c h  t h a t  
l e f t  i s  e q u a l  t o  r i g h t  
l e f t  i s  b y  d e f i n i t i o n  e q u a l  t o  r i g h t  
l e s s  ( g r e a t e r )  t h a n  
l e s s  ( g r e a t e r )  t h a n  o r  e q u a l  t o  
l e f t  i s  e q u i v a l e n t  t o  r i g h t  
l e f t  i m p l i e s  r i g h t  
m a p s  t o  
t e n d s  t o  
b e l o n g s  t o  
d o e s  n o t  b e l o n g  t o  
i s  a  s u b s e t  o f  
i n t e r s e c t i o n  
u n i o n  
m a x i m u m  ( m i n i m u m )  
s u p r e m u m ,  l e a s t  u p p e r  b o u n d  ( i n f i m u m ,  g r e a t e s t  l o w e r  b o u n d )  
o s c i l l a t i o n  o f  t h e  T - p e r i o d i c  f u n c t i o n  x  :  % +  - +  R  o v e r  t h e  
i n t e r v a l  [ 0 ,  T I  
r e a l  n u m b e r s  
n o n n e g a t i v e  r e a l  n u m b e r s  
n  - d i m e n s i o n a l  E u c l i d e a n  s p a c e  
E u c l i d e a n  i n n e r  p r o d u c t  
n o r m  i n  W n  ,  , / ( x ,  x )  
i n t e r i o r ,  b o u n d a r y  o f  t h e  s e t  C  c  ! R n  
c l o s e d  b a l l  ( v  E  I R n  I  l y  -  x l  i  r }  
a  h n c t i o n  m a p p i n g  t h e  s e t  S ,  i n t o  t h e  s e t  S ,  
t h e  c o m p o s i t i o n  o f  t w o  f u n c t i o n s  
i n v e r s e  f u n c t i o n  
f i r s t  ( s e c o n d )  d e r i v a t i v e  o f  t h e  f u n c t i o n x  :  iR +  i R n  ,  w i t h  
r e s p e c t  t o  t i m e  
g r a d i e n t  o f  t h e  f u n c t i o n  f  :  
%  
p a r t i a l  d e r i v a t i v e  o f  t h e  h n c t i o n  f  :  % "  - +  %  w i t h  r e s p e c t  t o  x i  E  x  
s u b d e r i v a t i v e  o f  t h e  c o n v e x  f u n c t i o n  f  :  i R n  - +  % ,  a t  x  E  9 3 "  
n o r m a l  c o n e  t o  t h e  c o n v e x  s e t  C  c  R n  ,  a t  x  E  
i n d i c a t o r  f u n c t i o n  o f  t h e  c o n v e x  s e t  C  c  ! R n  e v a l u a t e d  a t  x  E  ! R n  
p r o j e c t i o n  o f  x  E  i R n  o n t o  t h e  s e t  C  c  ! R n ,  i f  C  =  [ - r ,  r ]  ,  w i t h  
r  E  % +  ,  t h e n  t h e  n o t a t i o n  Q ( x ;  r )  w i l l  b e  u s e d  
p ( x ;  c )  
d u a l  o f  t h e  p r o j e c t i o n  o p e r a t o r  P ( x ;  r )  =  x  -  Q ( x ;  r )  
s g n o  s i g n u m  f u n c t i o n  
S  G N  ( a )  
s e t  v a l u e d  s i g n u m  f u n c t i o n  
F u n c t i o n  s p a c e s  ( s e e  A p p e n d i x  A  f o r  d e t a i l s )  
F o r  s o m e  i n t e r v a l  J  c  ! R +  
L ,  ( J ; ! R n )  
t h e  s p a c e  o f  e s s e n t i a l  b o u n d e d  f u n c t i o n s  x  :  J  H  S n  
I I x I I m  
( e s s e n t i a l )  s u p r e m u m  n o r m ,  l l x l l ,  =  e s s  s u P I E J  I x ( t ) I  
L ,  ( J ;  S n  )  
t h e  s p a c e  o f  i n t e g r a b l e  f u n c t i o n s  x  :  J  H  ! R n  
L z  ( J ; O i " )  
t h e  s p a c e  o f  s q u a r e  i n t e g r a b l e  f u n c t i o n s  x  :  J  I +  ! R n  
C ( J ;  ! R n  )  
t h e  s p a c e  o f  c o n t i n u o u s  f u n c t i o n s  x  :  J  H  ! R n  
C k  ( J ; g n )  
t h e  s p a c e  o f  k  - t i m e s  c o n t i n u o u s l y  d i f f e r e n t i a b l e  f u n c t i o n s  
X :  J H % "  
C o 2 '  ( J ;  9 3 " )  
t h e  s p a c e  o f  L i p s c h i t z  c o n t i n u o u s  f u n c t i o n s  x  :  J  H  ! R n  
c k 3 '  ( J ;  ! R n )  
t h e  s p a c e  o f  k  - t i m e s  c o n t i n u o u s l y  d i f f e r e n t i a b l e  f u n c t i o n s  
x  :  J  H  S n ,  w i t h  L i p s c h i t z  c o n t i n u o u s  k t h  d e r i v a t i v e  
T h e r m o m e c h a n i c s  a n d  d a m p e r  m o d e l l i n g  
a  i n t e r n a l  v a r i a b l e s  
A  
t h e r m o d y n a m i c  f o r c e  c o n j u g a t e  t o  a  
X  o b s e r v a b l e  t h e r m o d y n a m i c  s t a t e  v a r i a b l e s  
o r  m o d i f i e d  B i n g h a m  p l a s t i c  f u n c t i o n  
X  
t h e r m o d y n a m i c  f o r c e  c o n j u g a t e  t o  t h e  s t a t e  v a r i a b l e  x  
i n t e r n a l  e n e r g y  
f i e e  e n e r g y  
d i s s i p a t i o n  f u n c t i o n  
d i s s i p a t i o n  p o t e n t i a l  
f l o w  p o t e n t i a l  ( L e g e n d r e  d u a l  o f  D )  
s h e a r  s t r e s s  
s h e a r  s t r a i n  
y i e l d  s t r e s s  
u p p e r  b o u n d  f o r  v a r i a b l e  y i e l d  s t r e s s  
y i e l d  s t r a i n  
e l e c t r i c  f i e l d  ( s c a l a r )  
e l a s t i c  m o d u l u s  ( s p r i n g  s t i f f n e s s )  
v i s c o s i t y  
y i e l d  f u n c t i o n  
D a m p e r  m o d e l  A b b r e v i a t i o n s  
E P  e l a s t i c  p l a s t i c  m o d e l  
W P )  
m u l t i p l e  e l e m e n t  e l a s t i c  p l a s t i c  m o d e l  
E V P  e l a s t i c  v i s c o u s  p l a s t i c  m o d e l  
V P  v i s c o p l a s t i c  m o d e l  
M V P  m o d i f i e d  v i s c o p l a s t i c  m o d e l  
G n F  
m o d e l  o f  G a m o t a  a n d  F i l i s k o  
G e n e r a l  m o d e l l i n g  a n d  s y s t e m s  
f o r e a r m  m o d e l  
d a m p e r  m o d e l  ( E P  m o d e l )  
c o u p l e d  s y s t e m  ,  b e t w e e n  C, a n d  C, 
r e f e r e n c e  d a m p e r  m o d e l  i n  d i s s i p a t i o n  s h a p i n g  ( E V P  m o d e l )  
c o u p l e d  s y s t e m  ,  b e t w e e n  C, a n d  C, 
D a h l  f r i c t i o n  m o d e l  
a c t u a l  a n g l e  o f  f o r e a r m  ( e l b o w  a n g l e )  
d e s i r e d  a n g l e  o f  t h e  f o r e a r m  ( d e s i r e d  e l b o w  a n g l e )  
( s h i f t e d )  s t a t e  o f  f o r e a r m  m o d e l  
o r  s t a t e  o f  g e n e r a l  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  
s t a t e  o f  d a m p e r  m o d e l  ( E P  m o d e l )  
s t a t e  o f  c o u p l e d  s y s t e m ,  x u  =  ( x ,  z )  
s t a t e  o f  r e f e r e n c e  d a m p e r  m o d e l  i n  d i s s i p a t i o n  s h a p i n g  
i n e r t i a  
m a s s  
v i s c o u s  c o e f f i c i e n t  a s s o c i a t e d  w i t h  f o r e a r m  m o d e l  
s t i f f n e s s  c o e f f i c i e n t  a s s o c i a t e d  w i t h  f o r e a r m  m o d e l  
n o n l i n e a r  r e s t o r i n g  f o r c e  d u e  t o  g r a v i t a t i o n a l  f o r c e s  a n d  t h e  f e e d  
f o r w a r d  c o n t r o l  a c t i n g  o n  t h e  f o r e a r m  
h K  ( x )  =  f i  +  h ( x )  
t r e m o r  t o r q u e  
c o n t r o l l a b l e  y i e l d  s t r e s s  o f  d a m p e r  m o d e l  C ,  ( d a m p e r  c o n t r o l )  
c o n t r o l l a b l e  y i e l d  s t r e s s  o f  r e f e r e n c e  d a m p e r  m o d e l  C s  
e x t e r n a l  t o r q u e  a c t i n g  o n  t h e  f o r e a r m  
p e r i o d  a s s o c i a t e d  w i t h  t r e m o r  o r  i n t e r v a l  f o r  O T  - r e c u r r e n t  c o n t r o l  
t e s t  h c t i o n  u s e d  i n  v a r i a t i o n a l  i n e q u a l i t i e s  
t o t a l  s t o r e d  e n e r g y  
L i a p u n o v  f u n c t i o n  
p o s i t i v e  l i m i t  s e t  ( w  - l i m i t  s e t )  o f  a  h n c t i o n  x  :  9 3 ,  +  9 3 "  
M a i n  S t a b i l i t y  A b b r e v i a t i o n s  ( s e e  A p p e n d i x  B  f o r  d e t a i l s )  
G A S  g l o b a l l y  a s y m p t o t i c a l l y  s t a b l e  
G U A S  g l o b a l l y  u n i f o r m l y  a s y m p t o t i c a l l y  s t a b l e  
E S  e x p o n e n t i a l l y  s t a b l e  
G E S  g l o b a l l y  e x p o n e n t i a l l y  s t a b l e  
U B  u n i f o r m l y  b o u n d e d  
U U B  u n i f o r m l y  u l t i m a t e l y  b o u n d e d  
R e f e r e n c i n g  
3 x . y  c h a p t e r  x  s e c t i o n  y  
( X . Y  4  
e q u a t i o n  z ,  a p p e a r i n g  i n  s e c t i o n  y  o f  c h a p t e r  x  
F i g  x . y  f i g u r e  y  a p p e a r i n g  i n  c h a p t e r  x  
[ X I  l i t e r a r y  r e f e r e n c e  x  
x i i  
C h a p t e r  1  
I n t r o d u c t i o n  a n d  M o t i v a t i o n  
P a t h o l o g i c a l  t r e m o r  u s u a l l y  m a n i f e s t s  i t s e l f  a s  a n  i n v o l u n t a r y  o s c i l l a t i o n  o f  a  l i m b  o r  
l i m b s .  I n  i t s  m i l d  f o r m s  i t  c a n  b e  a  n u i s a n c e  a n d  i n  s e v e r e  c a s e s  i t  c a n  o c c u r  w i t h  s u c h  
s e v e r i t y  t h a t  t h e  s u f f e r e r  i s  u n a b l e  t o  p e r f o r m  t h e  b a s i c  a c t i v i t i e s  i n v o l v e d  i n  d a i l y  
l i v i n g .  D r u g  t r e a t m e n t  a n d  s u r g e r y  h a v e  n o t  b e e n  v e r y  s u c c e s s h l  i n  t r e a t i n g  s o m e  o f  t h e  
m o r e  s e v e r e  f o r m s  o f  t r e m o r .  T h i s  h a s  l e d  t o  t h e  s e a r c h  f o r  a l t e r n a t i v e  a p p r o a c h e s  t o  t h e  
p r o b l e m  o f  t r e m o r  s u p p r e s s i o n .  S e c t i o n . 1  o f  t h i s  c h a p t e r  b r i e f l y  d i s c u s s e s  t h e  v a r i o u s  
t y p e s l c a u s e s  o f  t r e m o r  a n d  r e v i e w s  s o m e  o f  t h e  d e v i c e s  w h i c h  h a v e  b e e n  d e v e l o p e d  f o r  
t r e m o r  s u p p r e s s i o n .  I t  i s  k n o w n  t h a t  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  v i s c o u s  d a m p i n g  c a n  
s i g n i f i c a n t l y  r e d u c e  t h e  a m p l i t u d e  o f  t r e m o r  r e l a t e d  o s c i l l a t i o n s ,  b u t  t h a t  t h e  l e v e l  o f  
d a m p i n g  r e q u i r e d  a l s o  i m p e d e s  v o l u n t a r y  m o t i o n .  E v i d e n c e  w o u l d  s u g g e s t  t h a t  i f  a  
c o n t r o l l a b l e  d a m p e r  w e r e  u s e d ,  t h e n  i t  m a y  b e  p o s s i b l e  t o  m o d u l a t e  t h e  d a m p i n g  s o  a s  
t o  p r o v i d e  a  s i g n i f i c a n t  l e v e l  o f  t r e m o r  s u p p r e s s i o n ,  w h i l e  a l l o w i n g  v o l u n t a r y  m o t i o n .  
A  c a n d i d a t e  f o r  t h e  c o n s t r u c t i o n  o f  s u c h  a  d a m p e r  i s  e l e c t r o r h e o l o g i c a l  ( E R )  f l u i d .  E R  
f l u i d  i s  a  c l a s s  o f  s m a r t  m a t e r i a l  w h o s e  r e s i s t a n c e  t o  s h e a r  c a n  b e  r a p i d l y  i n c r e a s e d  b y  
a p p l y i n g  a n  e l e c t r i c  f i e l d .  I n  o r d e r  t o  i n v e s t i g a t e  t h e  f e a s i b i l i t y  o f  u s i n g  a n  E R  d a m p e r  
t o  s u p p r e s s  t r e m o r ,  a  m o d e l  i s  r e q u i r e d  w h i c h  c a p t u r e s  t h e  h i g h l y  n o n l i n e a r  b e h a v i o u r  
e x h i b i t e d  b y  E R  f l u i d  d a m p e r s .  S e c t i o n . 2  p r o v i d e s  a n  i n t r o d u c t i o n  t o  E R  f l u i d s  a n d  
r e v i e w s  s o m e  o f  t h e  m o d e l s  w h i c h  h a v e  b e e n  d e v e l o p e d  f o r  E R  f l u i d  d a m p e r s .  
U n f o r t u n a t e l y  m a n y  o f  t h e  a v a i l a b l e  m o d e l s ,  w h i c h  d o  c a p t u r e  t h e  q u a l i t a t i v e  b e h a v i o u r  
o f  E R  f l u i d  d a m p e r s  a r e  n o t  w e l l  s u i t e d  f o r  a n a l y s i s  a n d  c o n t r o l  d e s i g n .  T h i s  t h e s i s  
a t t e m p t s  t o  a d d r e s s  t h i s  p r o b l e m .  
1 . 1  T r e m o r  
T h e  m o s t  c o m m o n l y  u s e d  d e f i n i t i o n  o f  t r e m o r  i s  a s  a n  i n v o l u n t a r y ,  r o u g h l y  s i n u s o i d a l  
o s c i l l a t i o n  o f  o n e  o r  m o r e  p a r t s  o f  t h e  b o d y .  T r e m o r  m a i n l y  a f f e c t s  t h e  h a n d s  a n d  a r m s ,  
t h o u g h  c e r t a i n  f o r m s  m a y  e f f e c t  t h e  l e g s ,  t r u n k ,  h e a d  a n d  e v e n  o n e ' s  s p e e c h ,  [ 1 ] [ 2 ] [ 3 ] .  
H u m a n  t r e m o r  i s  i n i t i a l l y  c a t e g o r i s e d  a s  b e i n g  e i t h e r  p h y s i o l o g i c a l  o r  p a t h o l o g i c a l .  
P h y s i o l o g i c a l  t r e m o r  i s  a n  8 - 1 2  H z  o s c i l l a t i o n ,  w h i c h  i s  i n h e r e n t  i n  a l l  h u m a n  m o t i o n ,  
b o t h  v o l u n t a r y  a n d  i n v o l u n t a r y .  I t  i s  g e n e r a l l y  c o n f i n e d  t o  t h e  h a n d s ,  w i t h  a n  a m p l i t u d e  
l o w  e n o u g h  f o r  i t  t o  b e  b a r e l y  v i s i b l e .  A s  s u c h ,  i t  o n l y  b e c o m e s  a  n u i s a n c e  d u r i n g  h i g h l y  
d e x t e r o u s  t a s k s .  P a t h o l o g i c a l  t r e m o r  h o w e v e r  i s  a  p o t e n t i a l l y  d i s a b l i n g  s y m p t o m  t h a t  
o c c u r s  a s  a  r e s u l t  o f  n u m e r o u s  n e u r o l o g i c a l  d i s o r d e r s  s u c h  a s  P a r k i n s o n ' s  d i s e a s e  a n d  
M u l t i p l e  S c l e r o s i s  ( M S ) .  F o r  m a n y  i n d i v i d u a l s  w h o  s u f f e r  f r o m  p a t h o l o g i c a l  t r e m o r  i n  
t h e i r  a r m s  a n d  h a n d s ,  i n d e p e n d e n t  h n c t i o n  d u r i n g  d a i l y  a c t i v i t i e s  c a n  b e  d i f f i c u l t  i f  n o t  
i m p o s s i b l e .  
D u r i n g  a  m e d i c a l  d i a g n o s i s ,  p a t h o l o g i c a l  t r e m o r  i s  t y p i c a l l y  c l a s s i f i e d  a c c o r d i n g  t o  t h e  
b e h a v i o u r a l  c i r c u m s t a n c e s  u n d e r  w h i c h  i t  o c c u r s ,  s e e  T a b l e  I .  R e s t  t r e m o r  a p p e a r s  
w h e n  t h e  a f f e c t e d  l i m b  i s  r e l a x e d  a n d  f u l l y  s u p p o r t e d  a g a i n s t  g r a v i t y .  P o s t u r a l  t r e m o r  
o c c u r s  w h e n  t h e  s u f f e r e r  t r i e s  t o  m a i n t a i n  a  p o s t u r e  a g a i n s t  g r a v i t y ,  s u c h  a s  w h e n  
h o l d i n g  t h e  a r m s  o u t  i n  f r o n t  o f  t h e  b o d y .  A c t i o n  t r e m o r ,  a s  i t s  n a m e  w o u l d  s u g g e s t ,  
o c c u r s  d u r i n g  v o l u n t a r y  m o v e m e n t  o f  t h e  a f f e c t e d  l i m b .  A c t i o n  t r e m o r  i s  u s u a l l y  h r t h e r  
c l a s s i f i e d  a s  e i t h e r  k i n e t i c  o r  i n t e n t i o n  t r e m o r .  K i n e t i c  t r e m o r  o c c u r s  d u r i n g  a r b i t r a r y  
m o v e m e n t s  o f  t h e  l i m b  f r o m  p o i n t  t o  p o i n t ,  w h e r e a s  w i t h  i n t e n t i o n  t r e m o r ,  t h e  
a m p l i t u d e  o f  t h e  t r e m o r  i n c r e a s e s  a s  t h e  a f f e c t e d  l i m b  a p p r o a c h e s  t h e  i n t e n d e d  g o a l  
[ 1 ] [ 2 ] [ 3 ] .  I t  i s  a l s o  p o s s i b l e  t o  c h a r a c t e r i z e  d i f f e r e n t  f o r m s  o f  t r e m o r  b y  p e r f o r m i n g  a  
q u a n t i t a t i v e  a n a l y s i s  o f  a n  i n d i v i d u a l ' s  t r e m o r ,  b a s e d  o n  t h e  a m p l i t u d e ,  p h a s e ,  f r e q u e n c y  
a n d  t h e  a c t i v a t i o n  p a t t e r n  o f  t h e  a g o n i s t i c  m u s c l e s  ( a l t e r n a t i n g  o r  s y n c h r o n o u s ) .  
T a b l e  1 . 1 ,  t a k e n  f r o m  131. 
T r e m o r  F r e q u e n c y  O c c u r r e n c e  T y  p i c a 1  C a u s e  
- - - -  
5  t o  9  H z  W h e n  l i m b  i s  p o s i t i o n e d  E s s e n t i a l  t r e m o r  
a g a i n s t  g r a v i t y  
P a r k i n s o n ' s  d i s e a s e ,  W i l s o n ' s  
s u p p o r t e d  a g a i n s t  g r a v i t y  a n d  
d i s e a s e ,  E s s e n t i a l  t r e m o r .  
m u s c l e s  a r e  n o t  v o l u n t a r i l y  
a c t i v a t e d  
P o s s i b l y  t h e  m o s t  d i s a b l i n g  f o r m  o f  t r e m o r  i s  t h e  l o w  f r e q u e n c y  ( 2 . 5 - 4 H z ) ,  l a r g e  
a m p l i t u d e  k i n e t i c  t r e m o r  f r e q u e n t l y  a f f e c t i n g  t h o s e  w i t h  M S .  T h e  t r e m o r  c a n  o c c u r  w i t h  
s u f f i c i e n t  a m p l i t u d e  t o  o b s c u r e  a l l  u n d e r l y i n g  i n t e n t i o n a l  m o t i o n  [ 5 ] .  T h e  e f f e c t  f o r  t h e  
s u f f e r e r  i s  t h a t  e v e r y  d a y  t a s k s ,  e s s e n t i a l  f o r  a n  i n d e p e n d e n t  l i f e s t y l e ,  c a n n o t  b e  
c o m p l e t e d  u n a i d e d .  F i g  1 . 1  s h o w s  t h e  E M G  r e c o r d i n g s  t a k e n  f r o m  t h e  t r i c e p s  a n d  b i c e p  
A c t i o n  
t r e m o r  
3  t o  1 0  H z  
D u r i n g  v o l u n t a r y  m u s c l e  
c o n t r a c t i o n  
M u l t i p l e  S c l e r o s i s ,  H e a d  i n j u r y  
( m a i n  m u s c l e  g r o u p  c o n t r o l l i n g  f l e x i o n  a n d  e x t e n s i o n  o f  t h e  e l b o w )  o f  a  p a t i e n t  
s u f f e r i n g  f r o m  s e v e r e  k i n e t i c  t r e m o r  d u e  t o  M u l t i p l e  S c l e r o s i s .  A s  t h i s  f o r m  o f  t r e m o r  i s  
o n l y  o b s e r v e d  d u r i n g  v o l u n t a r y  m o t i o n ,  t h e  p a t i e n t  w a s  a s k e d  t o  s l o w l y  f l e x  a n d  e x t e n d  
t h e  e l b o w  w h i l e  t h e  r e c o r d i n g s  w e r e  b e i n g  t a k e n .  I t  c a n  c l e a r l y  b e  s e e n  t h a t  t h e  m u s c l e s  
a r e  a c t i v a t e d  i n  a n  a l t e r n a t i n g  p a t t e r n ,  w i t h  a  c o n s t a n t  p h a s e  r e l a t i o n s h i p .  A n a l y s i s  o f  
t h e  r e c o r d i n g  s h o w e d  t h e  t r e m o r  t o  h a v e  a  m e a n  f r e q u e n c y  o f  2 . 9  H z .  R e c o r d i n g s  t a k e n  
s e v e r a l  m o n t h s  l a t e r  r e v e a l e d  a  d e c r e a s e  i n  t h e  m e a n  f r e q u e n c y  t o  2 . 6  H z .  A s  t h e s e  w e r e  
o n l y  s h o r t  t i m e  r e c o r d i n g s ,  n o t h i n g  c a n  b e  c o n c l u d e d  f r o m  t h i s  s h i f t  i n  f r e q u e n c y ,  a s  i t  
m a y  b e  a  d a i l y  o c c u r r e n c e .  I t  c a n  a l s o  b e  s e e n  t h a t  t h e  a m p l i t u d e  o f  t h e  E M G  v a r i e s  
s i g n i f i c a n t l y ,  t h i s  w a s  c o n f i r m e d  b y  t h e  o b s e r v e d  v a r i a t i o n s  i n  t h e  p h y s i c a l  a m p l i t u d e  o f  
t h e  t r e m o r .  
B i c e o  E M G  
T r i c e p  E M G  
I ,  I  
F i g  1 . 1  E M G  r e c o r d i n g s  f r o m  p a t i e n t  w i t h  M S  ( r e c o r d e d  b y  t h e  a u t h o r )  
W h e n  a  p e r s o n  i s  i n i t i a l l y  d i a g n o s e d  w i t h  a  d i s a b l i n g  f o r m  o f  t r e m o r  t h e  f i r s t  l i n e  o f  
t r e a t m e n t  i s  o r a l  m e d i c a t i o n .  T h e  p r e s c r i p t i o n  o f  m e d i c a t i o n  f o r  t h e  r e l i e f  o f  t r e m o r  i s  
g e n e r a l l y  b a s e d  o n  t h e  c a u s e  o f  t h e  t r e m o r  ( a s s o c i a t e d  n e u r o l o g i c a l  d i s o r d e r ) .  W h i l e  
m e d i c a t i o n  m a y  p r o v i d e  r e l i e f  f o r  m i l d e r  f o r m s  o f  t r e m o r ,  f o r  t h e  m o s t  s e v e r e l y  a f f e c t e d  
p a t i e n t s ,  t h e r e  i s  n o  c o n s i s t e n t l y  e f f e c t i v e  t r e a t m e n t .  E v e n  i f  s o m e  r e l i e f  i s  f o u n d ,  t h e  
r e s u l t i n g  s i d e  e f f e c t s  m a y  b e  m o r e  d e b i l i t a t i n g  t h a n  t h e  t r e m o r  i t s e l f ,  [ 2 ] [ 3 ] .  
I n  c a s e s  o f  s e v e r e l y  d i s a b l i n g  d r u g  r e s i s t a n t  t r e m o r ,  t h e r e  a r e  a  n u m b e r  o f  s u r g i c a l  
t r e a t m e n t s  a v a i l a b l e .  H o w e v e r  t h e s e  a r e  g e n e r a l l y  o n l y  c o n s i d e r e d  w h e n  a l l  o t h e r  
o p t i o n s  h a v e  f a i l e d  t o  p r o v i d e  r e l i e f .  A  t h a l a m o t o m y  i n v o l v e s  p e r m a n e n t l y  d e s t r o y i n g  
t a r g e t e d  n e r v e  t i s s u e  i n  t h e  t h a l a m u s ,  t h e  r e g i o n  o f  t h e  b r a i n  b e l i e v e d  r e s p o n s i b l e  f o r  
c a u s i n g  t r e m o r .  T h e  e f f e c t s  o f  t h e  s u r g e r y  a r e  o f t e n  o n l y  s h o r t  l i v e d  h o w e v e r ,  w i t h  
m a n y  p e o p l e  f i n d i n g  t h a t  t h e i r  t r e m o r  r e t u r n s  [ 2 ] [ 3 ] .  A n o t h e r  o p t i o n  i s  T h a l a m i c  
s t i m u l a t i o n .  T h i s  i n v o l v e s  i m p l a n t i n g  a  t i n y  e l e c t r o d e  i n  t h e  t h a l a m u s  a r e a  o f  t h e  b r a i n ,  
d u r i n g  o p e n - s k u l l  s u r g e r y .  A  w i r e  a t t a c h e d  t o  t h e  e l e c t r o d e  i s  t h e n  t u n n e l l e d  u n d e r  t h e  
s c a l p  a n d  d o w n  t h e  n e c k  t o  a  p u l s e  g e n e r a t o r  ( s i m i l a r  t o  a  p a c e  m a k e r )  l o c a t e d  u n d e r  t h e  
s k i n  b e l o w  t h e  c o l l a r b o n e .  T h e  p u l s e  g e n e r a t o r  s e n d s  e l e c t r i c a l  p u l s e s  t o  t h e  e l e c t r o d e ,  
w h i c h  c a n c e l  t h e  n e r v e  s i g n a l s  r e s p o n s i b l e  f o r  c a u s i n g  t r e m o r .  T h a l a m i c  s t i m u l a t i o n  
w a s  o r i g i n a l l y  d e v e l o p e d  f o r  t h e  t r e a t m e n t  o f  P a r k i n s o n ' s  d i s e a s e  b u t  h a s  a l s o  p r o v e d  
s u c c e s s f u l  i n  a l l e v i a t i n g  t h e  e f f e c t s  o f  e s s e n t i a l  t r e m o r .  I t  i s  s t i l l  a  n e w  t h e r a p y  h o w e v e r  
a n d  i s  n o t  y e t  a p p r o v e d  f o r  M S  t r e m o r  [ 2 ] [ 5 ] .  
A n  a l t e r n a t i v e  a p p r o a c h  t o  r e s t o r i n g  h n c t i o n a l i t y  d u r i n g  c e r t a i n  t a s k s  i s  t o  d e v e l o p  
a s s i s t i v e  d e v i c e s .  T o  d a t e  t h e  d e s i g n  o f  a i d s  f o r  t h o s e  w i t h  t r e m o r  h a s  b e e n  a p p r o a c h e d  
i n  t w o  w a y s .  T h e  f i r s t  i s  t o  d e s i g n  s p e c i f i c  s i g n a l  p r o c e s s i n g  a l g o r i t h m s  t o  r e m o v e  
t r e m o r  r e l a t e d  i n p u t s  f r o m  a  c o m p u t e r  m o u s e ,  a  j o y s t i c k  o r  a  d i g i t a l  p e n .  T h u s  a l l o w i n g  
p a t i e n t s  t o  s u c c e s s f u l l y  o p e r a t e  e l e c t r o n i c  e q u i p m e n t  s u c h  a s  c o m p u t e r s  a n d  e l e c t r i c  
w h e e l c h a i r s ,  [ 6 ] [ 7 ] [ 8 ] .  T h e  s e c o n d  a p p r o a c h  i s  t o  s u p p r e s s  t h e  e f f e c t  o f  t r e m o r  u s i n g  
s o m e  f o r m  o f  e x t e r n a l  m e c h a n i c a l  d e v i c e .  T h e s e  d e v i c e s  a c t  m e c h a n i c a l l y  i n  p a r a l l e l  
w i t h  t h e  u s e r  a n d  a r e  b a s e d  o n  e v i d e n c e  t h a t  v i s c o u s  a n d  i n e r t i a l  d a m p i n g  c a n  
d r a m a t i c a l l y  r e d u c e  t h e  a m p l i t u d e  o f  s e v e r e  a c t i o n  t r e m o r  a n d  h e l p  t o  r e s t o r e  f u n c t i o n a l  
l i m b  c o n t r o l ,  [ 4 ] [ 9 ] [ 1 0 ] .  I t  i s  k n o w n  t h a t  t h e  f r e q u e n c y  c o n t e n t  o f  t h e  v o l u n t a r y  m o t i o n  
i n v o l v e d  i n  a c t i v i t i e s  o f  d a i l y  l i v i n g  i s  l o w e r  t h a n  t h e  f r e q u e n c y  c o n t e n t  o f  m o s t  
t r e m o r s .  T h u s ,  t h e  s u c c e s s  o f  a d d i n g  v i s c o u s  d a m p i n g  c o u l d  b e  a t t r i b u t e d  t o  a  f o r m  o f  
l o w  p a s s  f i l t e r i n g  o f  t h e  m o t i o n .  T h e  e x t e r n a l  m e c h a n i c a l  d e v i c e s  w h i c h  h a v e  b e e n  
d e v e l o p e d  b y  v a r i o u s  r e s e a r c h  g r o u p s  h a v e  f o l l o w e d  t w o  d i f f e r e n t  a p p r o a c h e s ,  a c t i v e  o r  
p a s s i v e  c o m p e n s a t i o n  b a s e d  o n  a  g r o u n d e d  o r  w e a r a b l e  o r t h o s i s .  G r o u n d e d  d e v i c e s  
h a v e  b e e n  d e v e l o p e d  t o  a s s i s t  i n  v a r i o u s  d a i l y  t a s k s  s u c h  a s  e a t i n g  a n d  c o n t r o l l i n g  a n  
e l e c t r i c  w h e e l  c h a i r .  
T o  t h e  k n o w l e d g e  o f  t h e  a u t h o r  t h e  o n l y  c o i n m e r c i a l l y  a v a i l a b l e  e a t i n g  a i d  i s  t h e  N e a t e r  
E a t e r  [ l l ] .  I n  i t s  m o s t  b a s i c  f o r m ,  t h e  N e a t e r  E a t e r  i s  a  t w o  d e g r e e  o f  f r e e d o m  l i n k a g e  
w i t h  a  v i s c o u s  d a m p e r  a t  t h e  b a s e .  T h e  b a s e  c a n  b e  r i g i d l y  a t t a c h e d  t o  a  t a b l e  o r  
w h e e l c h a i r .  I t  i s  d e s i g n e d  t o  s u p p o r t  v a r i o u s  u t e n s i l s ,  w h i c h  a s s i s t  i n  e a t i n g  a n d  o t h e r  
p e r s o n a l  c a r e  a c t i v i t i e s .  
T h e  s a m e  c o m p a n y  a l s o  p r o d u c e s  a  d e v i c e  c a l l e d  t h e  M o u s e t r a p .  T h i s  u s e s  a  s e t  o f  
v i s c o u s  r e s t r a i n t s ,  d e s i g n e d  t o  a t t a c h  t o  a  s t a n d a r d  c o m p u t e r  m o u s e  a n d  r e s t r a i n  j e r k y  
m o v e m e n t s  f r o m  t r a n s f e r r i n g  t o  t h e  c o m p u t e r .  
T h e  a u t h o r s  o f  [ 1 2 ]  i n v e s t i g a t e d  m e t h o d s  f o r  d e s i g n i n g  n o n - a d a p t i v e  f o r c e  f e e d b a c k  
t r e m o r  s u p p r e s s i o n  s y s t e m s ,  u s i n g  a  s m a l l  g r o u n d e d  r o b o t i c  a r m .  T h e  m e t h o d s  u t i l i z e d  
q u a n t i t a t i v e  f r e q u e n c y  d o m a i n  p e r f o r m a n c e  c r i t e r i a  f o r  t h e  s e l e c t i o n  o f  f e e d b a c k  g a i n s  
t o  a c h i e v e  a  s p e c i f i e d  r e d u c t i o n  i n  t r e m o r  a m p l i t u d e ,  m u c h  l i k e  s t a n d a r d  p r o c e s s  
c o n t r o l .  T h e  f e e d b a c k  c o e f f i c i e n t s  a r e  c h o s e n  t o  i n c r e a s e  a t t e n u a t i o n  a t  a  s p e c i f i e d  
t r e m o r  f r e q u e n c y ,  w h i l e  p r e s e r v i n g  t h e  l o w  f r e q u e n c y  r e s p o n s e ,  s o  a s  t o  p r e s e r v e  
v o l u n t a r y  m o v e m e n t .  T h i s  t e c h n i q u e  w a s  f o u n d  t o  b e  u n s u i t a b l e  f o r  i n d i v i d u a l s  w i t h  
l o w  f r e q u e n c y  t r e m o r ,  s u c h  a s  a c t i o n  t r e m o r  d u e  t o  M u l t i p l e  S c l e r o s i s .  
A  r e s e a r c h  g r o u p  a t  t h e  M a s s a c h u s e t t s  I n s t i t u t e  o f  T e c h n o l o g y  h a s  o b t a i n e d  p a t e n t s  o n  
s e v e r a l  d e v i c e s  f o r  t r e m o r  s u p p r e s s i o n .  T h e  f i r s t  o f  t h e s e ,  c a l l e d  t h e  C o n t r o l l e d  E n e r g y  
D i s s i p a t i o n  O r t h o s i s  ( C E D O )  i s  a  t h r e e  d e g r e e  o f  f r e e d o m  d e v i c e  t h a t  c a n  b e  a t t a c h e d  t o  
a  w h e e l c h a i r  o r  t a b l e ,  t o  f a c i l i t a t e  e a t i n g  a n d  o t h e r  t a b l e t o p  a c t i v i t i e s  [ 1 3 ] .  E a c h  d e g r e e  
o f  f r e e d o m  i s  d a m p e d  b y  a  m a g n e t i c  p a r t i c l e  b r a k e ,  w h i c h  i s  c o n t r o l l e d  i n  r e a l  t i m e  b y  
a n  o n b o a r d  c o m p u t e r .  T e s t s  w i t h  t h e  C E D O  h a v e  s h o w n  u p  t o  8 0 %  r e d u c t i o n  o f  t r e m o r  
i n  s e v e r e  c a s e s ,  t h o u g h  i t  i s  u n c l e a r  w h a t  e f f e c t  t h i s  h a d  o n  t h e  i n t e n d e d  m o t i o n .  O n e  o f  
t h e  d e v e l o p e r s  i s  q u o t e d  a s  s a y i n g  t h a t  t h e  u s e r  g e t s  t h e  o v e r a l l  f e e l i n g  o f  " m o v i n g  
y o u r  a r m  t h r o u g h  m o l a s s e s " .  A  p r o b l e m  w i t h  u s i n g  f i x e d  l e v e l s  o f  v i s c o u s  d a m p i n g  i s  
t h a t  t h e  l e v e l  o f  d a m p i n g  r e q u i r e d  t o  s u p p r e s s  s e v e r e  a c t i o n  t r e m o r ,  s u c h  a s  i n  M S ,  w i l l  
a l s o  m a k e  i n t e n t i o n a l  m o t i o n  d i f f i c u l t .  A n o t h e r  d e v e l o p m e n t  b y  t h e  s a m e  g r o u p  i s  t h e  
M I T  d a m p e d  j o y s t i c k ,  d e s i g n e d  t o  a l l o w  p e o p l e  w i t h  t r e m o r s  o p e r a t e  e l e c t r i c  
w h e e l c h a i r s  [ 1 4 ] .  R e s u l t s  s h o w  t h a t  t h e  j o y s t i c k  p r o v i d e s  c o n s i d e r a b l e  i m p r o v e m e n t  i n  
p u r s u i t  t r a c k i n g  t a s k s  f o r  p e r s o n s  w i t h  t r e m o r .  
T h e  f i r s t  w e a r a b l e  t r e m o r  s u p p r e s s i o n  d e v i c e  t o  h a v e  b e e n  p u b l i s h e d  i s  t h e  V i s c o u s -  
B e a m - W r i s t - O r t h o s i s  d e v e l o p e d  i n  [ 1 5 ] .  T h e  o r t h o s i s  a p p l i e s  a  v i s c o u s  r e s i s t a n c e  t o  t h e  
w r i s t  i n  f l e x i o n  a n d  e x t e n s i o n  u s i n g  a  c o n s t r a i n e d - l a y e r - d a m p i n g  ( C L D )  s y s t e m .  T h e  
C L D  l i n e a r l y  c o n v e r t s  w r i s t  f l e x i o n l e x t e n s i o n  i n t o  r e c t i l i n e a r  t r a n s l a t i o n  w i t h i n  t h e  
d a m p e r .  T h e  d a m p e r  i s  c o u p l e d  t o  t h e  u s e r  b y  h a n d  a n d  f o r e a r m  c u f f s  a n d  i s  s m a l l  
e n o u g h  t o  b e  w o r n  u n d e r  t h e  s l e e v e .  R e s u l t s  h a v e  s h o w n  i t  t o  b e  s u c c e s s f b l  i n  
a t t e n u a t i n g  t h e  e f f e c t s  o f  t r e m o r  a t  t h e  w r i s t .  
I t  w a s  n o t e d  h o w e v e r ,  t h a t  a s  i t  w a s  o n l y  a  p a s s i v e  d e v i c e ,  i n  c a s e s  o f  s e v e r e  t r e m o r ,  
i n c r e a s i n g  t h e  r e s i s t a n c e  t o  a c h i e v e  t r e m o r  r e d u c t i o n  w a s  i m p o s s i b l e  w i t h o u t  a d v e r s e l y  
a f f e c t i n g  t h e  i n t e n t i o n a l  m o t i o n .  I n  a d d i t i o n  f o r  c a s e s  w h e r e  t h e r e  i s  t r e m o r  p r e s e n t  i n  
t h e  e l b o w  a n d / o r  s h o u l d e r  a n  a d d i t i o n a l  o r t h o s i s  w o u l d  b e  r e q u i r e d .  
M o r e  r e c e n t l y ,  t h e  D R I F T S  " D y n a m i c a l  R e s p o n s i v e  I n t e r v e n t i o n  F o r  T r e m o r  
S u p p r e s s i o n "  p r o j e c t  w a s  f i n a n c e d  b y  t h e  E u r o p e a n  C o m m i s s i o n ' s  F i f t h  F r a m e w o r k  
P r o g r a m ,  a  c o m p l e t e  o v e r v i e w  o f  w h i c h  c a n  b e  f o u n d  i n  [ 1 6 ] .  T h e  m a i n  a i m  o f  t h e  
p r o j e c t  i s  t o  c r e a t e  p r o o f  o f  c o n c e p t  p r o t o t y p e s  o f  w e a r a b l e  o r t h o s e s  f o r  t h e  s u p p r e s s i o n  
o f  u p p e r  l i m b  t r e m o r .  A s  p a r t  o f  t h e  p r o j e c t  t h e  W O T A S  ( W e a r a b l e  O r t h o s i s  f o r  T r e m o r  
A s s e s s m e n t  a n d  S u p p r e s s i o n )  w a s  d e v e l o p e d  t o  m e a s u r e  u p p e r - e x t r e m i t y  t r e m o r  a n d  a s  
a  p r o t o t y p i n g  p l a t f o r m  f o r  e v a l u a t i n g  c o n t r o l  s t r a t e g i e s ,  a c t u a t o r s ,  a n d  s e n s o r s  f o r  
t r e m o r  s u p p r e s s i o n  [ 1 7 ] .  T h e  W O T A S  c o m p r i s e s  a n  a d j u s t a b l e  e x o s k e l e t o n  w i t h  
a r t i c u l a t e d  j o i n t s  i n c o r p o r a t i n g  a c t u a t o r s  ( D C  m o t o r s )  a t  w r i s t  a n d  e l b o w ,  k i n e m a t i c  
s e n s o r s  a n d  k i n e t i c  s e n s o r s .  U s i n g  t h e  W O T A S ,  t r e m o r  m e a s u r e m e n t  a n d  s u p p r e s s i o n  
s t r a t e g i e s  c a n  b e  i n v e s t i g a t e d  i n  t h r e e  d i f f e r e n t  d e g r e e s  o f  f r e e d o m :  e l b o w  
f l e x i o n l e x t e n s i o n ,  w r i s t  f l e x i o n l e x t e n s i o n  a n d  w r i s t  p r o n a t i o n / s u p i n a t i o n .  A  r e c e n t  
r e s u l t  o f  t h e  D R I F T S  p r o j e c t  i s  a  p r o t o t y p e  o r t h o s i s ,  s i m i l a r  i n  s o m e  r e s p e c t s  t o  t h e  
V i s c o u s - B e a m - W r i s t - O r t h o s i s  d e s c r i b e d  a b o v e ,  s e e  F i g  1 . 2 .  I t  i s  a n  a r t i c u l a t e d  b r a c e  
w o r n  o v e r  t h e  f o r e a r m  a n d  w r i s t .  T h e  o r t h o s i s  i n c o r p o r a t e s  a  v i s c o u s - b e a m - a c t u a t o r ,  
w h i c h  a p p l i e s  a  c o n t r o l l e d  d a m p i n g  f o r c e  i n  p r o p o r t i o n  t o  t h e  t r e m o r  f o r c e  a c r o s s  t h e  
w r i s t  j o i n t  [ I S ] .  C h a n g e s  i n  t h e  t r e m o r  p a t t e r n  a r e  i n s t a n t a n e o u s l y  d e t e c t e d  b y  m i n i a t u r e  
e l e c t r o n i c  g y r o s c o p e s  a n d  d i g i t a l  f i l t e r s  a r e  u s e d  t o  d i s t i n g u i s h  b e t w e e n  t h e  i n t e n d e d  
m o t i o n  a n d  t r e m o r .  F e e d b a c k  a n d  c o n t r o l  a l g o r i t h m s  a r e  t h e n  u s e d  t o  d e t e r m i n e  t h e  
a m o u n t  o f  d a m p i n g  r e q u i r e d  t o  s u p p r e s s  t h e  t r e m o r .  T h e  c o n t r o l l a b l e  d a m p i n g  i s  
p r o v i d e d  b y  a  d o u b l e - v i s c o u s - b e a m  ( D V B )  a c t u a t o r ,  a n  e l e c t r o n i c a l l y  c o n t r o l l e d  
d a m p i n g  m e c h a n i s m  u s i n g  m a g n e t o r h e o l o g i c a l  f l u i d s  [ I S ] .  T h e  s p e c i f i c  d e t a i l s  o f  t h e  
c o n s t r u c t i o n  a n d  o p e r a t i o n  o f  t h e  D V B  a c t u a t o r  c a n  b e  f o u n d  i n  [ 1 9 ] .  U n f o r t u n a t e l y  
s p e c i f i c  d e t a i l s  o f  t h e  m o d e l  a n d  c o n t r o l  s t r a t e g i e s  u s e d  a n d  o n  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  
w i t h  t h e  d e v i c e ,  d o  n o t  s e e m  t o  h a v e  b e e n  p u b l i s h e d  y e t .  
E l e c t r o r h e o l o g i c a l  ( E R )  a n d  m a g n e t o r h e o l o g i c a l  ( M R )  f l u i d s  b e l o n g  t o  t h e  c l a s s  o f  
s m a r t  f l u i d s .  T h e y  h a v e  t h e  a b i l i t y  t o  r a p i d l y  a l t e r  t h e i r  r e s i s t a n c e  t o  s h e a r  i n  r e s p o n s e  t o  
t h e  a p p l i c a t i o n  o f  a n  e l e c t r i c  o r  m a g n e t i c  f i e l d  ( m o r e  d e t a i l s  w i l l  b e  g i v e n  i n  t h e  n e x t  
s e c t i o n ) .  B y  c o n s t r u c t i n g  t r e m o r  s u p p r e s s i o n  d e v i c e s  f r o m  t h e s e  f l u i d s ,  i t  s h o u l d  b e  
p o s s i b l e  t o  m o d u l a t e  t h e  r e s i s t a n c e  i n  s u c h  a  w a y ,  s o  a s  t o  a t t e n u a t e  t h e  o s c i l l a t i o n s  
c a u s e d  b y  s e v e r e  f o r m s  o f  a c t i o n  t r e m o r ,  b u t  w i t h  a  m i n i m a l  a m o u n t  o f  r e s i s t a n c e  t o  
i n t e n t i o n a l  m o t i o n .  B a s e d  o n  t h e  s u c c e s s  o f  t h e  D V B  a c t u a t o r ,  a  s u i t a b l e  n e x t  s t e p  
t o w a r d s  a  f u l l  a r m  o r t h o s i s ,  w o u l d  b e  t o  d e v e l o p  a  d a m p e r  u s i n g  E R  o r  M R  f l u i d s  f o r  
t h e  s u p p r e s s i o n  o f  t r e m o r  a t  t h e  e l b o w .  A s  w i l l  b e  d e s c r i b e d  i n  t h e  n e x t  s e c t i o n ,  
d a m p e r s  c o n s t r u c t e d  f i o m  E R  a n d  M R  f l u i d s  d i s p l a y  h i g h l y  n o n l i n e a r  b e h a v i o r .  A  
s i g n i f i c a n t  h i n d r a n c e  t o  t h e  d e v e l o p m e n t  a n d  a n a l y s i s  o f  c o n t r o l  s y s t e m s  f o r  s u c h  
d e v i c e s  i s  t h e  l a c k  o f  w e l l  b e h a v e d  m o d e l s  w h i c h  c a p t u r e  t h e i r  n o n l i n e a r  b e h a v i o u r .  
T h i s  f a c t  w i l l  b e  d i s c u s s e d  i n  g r e a t e r  d e t a i l  i n  t h e  n e x t  s e c t i o n  o f  t h i s  c h a p t e r .  
F i g  1 . 2  D r i f t s  o r t h o s i s  ( p i c t u r e  t a k e n  f r o m  [ l a ] ) .  
1 . 2  E R  f l u i d  d a m p e r s  
E l e c t r o r h e o l o g i c a l  ( E R )  f l u i d s  a r e  c h a r a c t e r i s e d  b y  t h e  a b i l i t y  t o  a d j u s t  t h e i r  m e c h a n i c a l  
p r o p e r t i e s  t h r o u g h  a p p l i c a t i o n  o f  a  s u f f i c i e n t l y  s t r o n g  e l e c t r i c  f i e l d .  I n  p a r t i c u l a r ,  
a p p l i c a t i o n  o f  a n  e l e c t r i c  f i e l d  c a u s e s  a n  i n c r e a s e  i n  t h e  f o r c e  ( y i e l d  f o r c e )  r e q u i r e d  t o  
i n d u c e  u n b o u n d e d  f l o w  o f  t h e  f l u i d .  T h i s  c h a n g e  i n  r e s i s t a n c e  t o  f l o w  o c c u r s  r a p i d l y  
a n d  i s  c o m p l e t e l y  r e v e r s i b l e ,  u p o n  r e m o v a l  o f  t h e  e l e c t r i c  f i e l d .  T h e s e  p r o p e r t i e s  m a k e  
E R  f l u i d s  a n  a t t r a c t i v e  m e a n s  f o r  t h e  c o n s t r u c t i o n  o f  c o n t r o l l a b l e  d a m p e r s  a n d  o t h e r  
f o r c e  t r a n s f e r  d e v i c e s .  F u r t h e r m o r e ,  w h i l e  t h e  e l e c t r i c  f i e l d s  r e q u i r e d  t o  i n d u c e  t h i s  
c h a n g e  i n  r e s i s t a n c e  a r e  q u i t e  h i g h ,  E R  f l u i d s  d r a w  v e r y  l i t t l e  c u r r e n t ,  r e s u l t i n g  i n  l o w  
p o w e r  r e q u i r e m e n t s .  U n l i k e  a c t i v e  c o n t r o l  d e v i c e s ,  w h e n  a n  E R  f l u i d  d e v i c e  i s  c o u p l e d  
w i t h  a  m e c h a n i c a l  s y s t e m ,  i t  c a n  o n l y  d i s s i p a t e  a n d  s t o r e  e n e r g y  b y  r e a c t i n g  t o  i t s  
m o t i o n .  A s  a  r e s u l t  t h e  t e r m  " s e m i - a c t i v e "  i s  o f t e n  u s e d  f o r  E R  d e v i c e s ,  h o w e v e r  t h e  
t e r m  c c c o n t r o l l a b l e  p a s s i v e "  i s  p r o b a b l y  m o r e  a p p r o p r i a t e  [ 2 0 ] .  
A  t y p i c a l  E R  f l u i d  c o n s i s t s  o f  a  s u s p e n s i o n  o f  t i n y  p o l a r i s a b l e  p a r t i c l e s  i n  a  v i s c o u s  
n o n c o n d u c t i n g  l i q u i d .  C o n s i d e r  t h e  c a s e  w h e r e  a  v o l u m e  o f  E R  f l u i d  i s  c o n f i n e d  
b e t w e e n  t w o  p a r a l l e l  e l e c t r o d e s .  W h e n  a n  e l e c t r i c  f i e l d  i s  a p p l i e d  t o  t h e  f l u i d ,  t h e  
p a r t i c l e s  b e c o m e  p o l a r i z e d  a n d  f o r m  i n t o  c h a i n s  t h a t  s p a n  t h e  g a p  b e t w e e n  t h e  f i e l d  
g e n e r a t i n g  e l e c t r o d e s .  T h e  m e c h a n i c a l  b e h a v i o u r  o f  a  s h e a r e d  E R  f l u i d  i s  s i m i l a r  t o  a n  
e l a s t i c - p l a s t i c  s o l i d ,  w i t h  a  y i e l d  s t r e s s  w h i c h  i s  a n  i n c r e a s i n g  f u n c t i o n  o f  t h e  e l e c t r i c  
f i e l d  [ 2 1 ] .  W h e n  t h e  s h e a r  s t r e s s  i s  l e s s  t h a n  t h i s  y i e l d  s t r e s s ,  t h e  f l u i d  b e h a v e s  l i k e  a n  
e l a s t i c  s o l i d ,  c a p a b l e  o f  s u s t a i n i n g  s t r e s s  i n  t h e  a b s e n c e  i f  f l o w .  T h i s  b e h a v i o r  i s  
a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  r e v e r s i b l e  s t r e t c h i n g  a n d  d e f o r m a t i o n  o f  t h e  p a r t i c l e  c h a i n s .  
F o r  u n b o u n d e d  s h e a r  t o  o c c u r ,  t h e  s h e a r  s t r e s s  n e e d s  t o  b e  m a i n t a i n e d  a t  a  l e v e l  g r e a t e r  
t h a n  o r  e q u a l  t o  t h e  y i e l d  s t r e s s .  I n  t h i s  c a s e ,  t h e  d e f o r m a t i o n s  a r e  d i s s i p a t i v e  a n d  c a n  b e  
a s s o c i a t e d  w i t h  d y n a m i c  e q u i l i b r i u m  b e t w e e n  c h a i n  s n a p p i n g  a n d  r e f o r m a t i o n  [ 2 1 ] .  
T h u s  t h e  b e h a v i o u r  o f  s h e a r e d  E R  f l u i d  c a n  b e  c h a r a c t e r i z e d  i n t o  t w o  d i s t i n c t  r e g i m e s :  
p r e y i e l d  a n d  p o s t y i e l d .  M a g n e t o r h e o l o g i c a l  ( M R )  f l u i d  i s  a n o t h e r  c o n t r o l l a b l e  f l u i d ,  t h e  
b e h a v i o u r  o f  w h i c h  i s  q u a n t i t a t i v e l y  i d e n t i c a l  t o  t h a t  o f  E R  f l u i d .  I n  t h i s  c a s e  h o w e v e r ,  a  
m a g n e t i c  f i e l d  i s  r e s p o n s i b l e  f o r  t h e  f o r m a t i o n  o f  p a r t i c l e  c h a i n s  b y  i n d u c i n g  a  m a g n e t i c  
m o m e n t  i n  t h e  p a r t i c l e s .  W h e n  a  d a m p e r  o r  o t h e r  c o n t r o l l a b l e  d e v i c e  i s  c o n s t r u c t e d  
u s i n g  E R I M R  f l u i d s ,  t h e  b e h a v i o u r  o f  t h e  d e v i c e  r e s e m b l e s  t h a t  o f  t h e  c o n t r o l l a b l e  f l u i d .  
F i g  1 . 3  s h o w s  t h e  r e s p o n s e  o f  a n  a c t i v a t e d ,  l a r g e  s c a l e  M R  d a m p e r  s u b j e c t  t o  a  
s i n u s o i d a l  d i s p l a c e m e n t ,  t a k e n  f r o m  [ 2 2 ] .  T h i s  f o r m  o f  r e s p o n s e  i s  t y p i c a l  o f  m o s t  E R  
a n d  M R  d a m p e r s  ( a f t e r  a p p r o p r i a t e  s c a l i n g ) . N o t e  t h a t  t h e  f o r c e  d i s p l a c e m e n t  h y s t e r e s i s  
l o o p  i s  t r a v e r s e d  i n  t h e  c l o c k w i s e  d i r e c t i o n ,  w h i l e  t h e  f o r c e  v e l o c i t y  l o o p  i s  t r a v e r s e d  i n  
t h e  a n t i c l o c k w i s e  d i r e c t i o n .  
F i g  1 . 3  T y p i c a l  r e s p o n s e  c h a r a c t e r i s t i c  o f  a n  a c t i v a t e d  E R / M R  f l u i d  D a m p e r  [ 2 2 ]  
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I n  c o n s t r u c t i n g  c o n t r o l l a b l e  d a m p e r s  u s i n g  E R  f l u i d s ,  t h e r e  a r e  t h r e e  m a i n  m o d e s  o f  
o p e r a t i o n :  s h e a r  m o d e ,  f l o w  m o d e  a n d  s q u e e z e  m o d e  [ 2 0 ] .  S h e a r  m o d e  i n v o l v e s  t h e  
d i r e c t  s h e a r i n g  o f  t h e  f l u i d  b e t w e e n  t r a n s l a t i n g  o f  r o t a t i n g  e l e c t r o d e s .  F i g  1 . 4 ( a )  s h o w s  a  
s i m p l e  m o d e l  o f  a  c o u e t t e - t y p e  E R  f l u i d  d a m p e r ,  c o n s i s t i n g  o f  a  f i x e d  e l e c t r o d e  a n d  a  
r o t a t i n g  e l e c t r o d e  w i t h  E R  f l u i d  i n  b e t w e e n  t h e m .  T h e  t w o  c y l i n d e r s  a l s o  a c t  a s  a  p a i r  o f  
e l e c t r o d e s .  I f  a  v o l t a g e  d i f f e r e n c e  i s  g e n e r a t e d  b e t w e e n  t h e  c y l i n d e r s  a n  e l e c t r i c  f i e l d  
b u i l d s  u p  i n  t h e  g a p ,  w h i c h  i s  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  f l o w .  T h e  E R  f l u i d s  r e s i s t a n c e  t o  
s h e a r  i n c r e a s e s  w i t h  i n c r e a s i n g  l e v e l  o f  e l e c t r i c  f i e l d  s t r e n g t h ,  a s  d o e s  t h e  t o r q u e  e x e r t e d  
o n  t h e  o u t e r  c y l i n d e r .  I n  f l o w  m o d e  t h e  f l u i d  i s  f o r c e d  b e t w e e n  a  p a i r  o f  s t a t i o n a r y  
e l e c t r o d e s .  T h e  f l u i d s  r e s i s t a n c e  t o  f l o w  i s  i n c r e a s e d  b y  i n c r e a s i n g  t h e  e l e c t r i c  f i l e d  
s t r e n g t h ,  c r e a t i n g  a  s o r t  o f  " f l o w  c o n t r o l  v a l v e " .  F i g  1 . 4 ( b )  s h o w  a  t y p i c a l  f l o w  m o d e  
E R  d a m p e r .  T h e  p i s t o n  r o d  m o v e s  u p  a n d  d o w n  i n  a  c h a m b e r  f i l l e d  w i t h  f l u i d ,  f o r c i n g  
t h e  f l u i d  t o  f l o w  t h r o u g h  t h e  v a l v e .  T h e  a c c u m u l a t o r  c o m p e n s a t e s  f o r  t h e  c h a n g e  i n  
v o l u m e  o f  t h e  c h a m b e r  c a u s e d  b y  m o t i o n  o f  t h e  p i s t o n  a n d  a l s o  p r e v e n t s  c a v i t a t i o n .  
T h e  a c c u m u l a t o r  a f f e c t s  t h e  b e h a v i o u r  o f  t h e  d a m p e r ,  a c t i n g  l i k e  a  s p r i n g  f r o m  a  
p h e n o m e n o l o g i c a l  p o i n t  o f  v i e w  [ 2 3 ] .  
R o t a t i n g  C y h n d e t  
F l u i d  
A c c u m u l a t o r  
' i R  F l u i d  
I 4  
F i x e d  C y l i n d e r  
@ )  
F i g  1 . 4  T y p i c a l  g e o m e t r i e s  f o r  E R  d a m p e r s  
I n  o r d e r  t o  t a k e  a d v a n t a g e  o f  E R I M R  f l u i d  d e v i c e s  i n  c o n t r o l  a p p l i c a t i o n s ,  m a t h e m a t i c a l  
m o d e l s  a r e  r e q u i r e d  t o  d e s c r i b e  t h e i r  d y n a m i c a l  b e h a v i o u r  a n d  w h i c h  a r e  s u i t a b l e  f o r  
c o u p l i n g  w i t h  o t h e r  m e c h a n i c a l  s y s t e m  m o d e l s .  T o  d a t e ,  t h e r e  h a v e  b e e n  d o z e n s  o f  
s t u d i e s  f o c u s i n g  o n  t h e  c h a r a c t e r i z a t i o n  o f  t h e  f l u i d s  a n d  t h e  d e v e l o p n ~ e n t  o f  s u i t a b l e  
m o d e l s  f o r  d a m p e r s  a n d  o t h e r  d e v i c e s .  P h e n o m e n o l o g i c a l  m o d e l s  a r e  o n e  c l a s s  o f  
m o d e l  w h i c h  i s  q u i t e  p o p u l a r  a n d  a p p e a l i n g  b e c a u s e  o f  t h e i r  i n t u i t i v e  n a t u r e .  T h e s e  
m o d e l s  a r e  u s u a l l y  c o n s t r u c t e d  f r o m  i d e a l i z e d  m e c h a n i c a l  e l e m e n t s  s u c h  a s  e l a s t i c  
s p r i n g s ,  v i s c o u s  d a s h p o t s  a n d  r i g i d  f r i c t i o n  e l e m e n t s .  T h e  e l e m e n t s  a r e  a r r a n g e d  i n  s u c h  
a  w a y  s o  a s  t o  c a p t u r e  t h e  e s s e n t i a l  m a c r o s c o p i c  b e h a v i o u r  o f  t h e  d a m p e r  u n d e r  s t u d y .  
D u e  t o  t h e i r  q u a l i t a t i v e l y  s i m i l a r  b e h a v i o u r ,  p h e n o m e n o l o g i c a l  m o d e l s  f o r  E R  a n d  M R  
f l u i d  d e v i c e s  c a n  u s u a l l y  b e  a p p l i e d  t o  e i t h e r  c a s e .  A  b r i e f  r e v i e w  o f  s o m e  o f  t h e  m o r e  
s u c c e s s f u l  p h e n o m e n o l o g i c a l  m o d e l s  t o  a p p e a r  i n  t h e  l i t e r a t u r e  w i l l  n o w  b e  g i v e n .  F o r  a  
m o r e  c o m p r e h e n s i v e  r e v i e w ,  t h e  r e a d e r  i s  r e f e r r e d  t o  t h e  e x c e l l e n t  p a p e r s  [ 2 4 ] [ 2 5 ] .  
L e t  x ( t )  d e n o t e  t h e  d i s p l a c e m e n t  o f  t h e  d a m p e r  a n d  F ( t )  t h e  r e a c t i v e  f o r c e .  F o r  t h e  
d a m p e r  i n  F i g  1 . 4 ( a ) ,  x ( t )  c o r r e s p o n d s  w i t h  t h e  a n g u l a r  d i s p l a c e m e n t  o f  t h e  r o t a t i n g  
c y l i n d e r  a n d  F ( t )  i s  t h e  t o r q u e  o n  t h e  c o r r e s p o n d i n g  s h a f t .  O n e  o f  t h e  f i r s t  m o d e l s  t o  b e  
d e v e l o p e d  f o r  a n  E R  d a m p e r  c o n s i s t e d  o f  a  r i g i d  f r i c t i o n  e l e m e n t  a n d  a  v i s c o u s  d a m p e r  
i n  p a r a l l e l  [ 2 6 ] .  T h i s  m o d e l  i s  c o m m o n l y  r e f e r r e d  t o  a s  t h e  B i n g h a m  m o d e l  i n  a n a l o g y  
w i t h  t h e  B i n g h a m  , p l a s t i c  m o d e l  f r o m  c o n t i n u u m  m e c h a n i c s  ( m o r e  d e t a i l s  i n  $ 3 ) .  T h e  
e q u a t i o n s  d e s c r i b i n g  t h i s  m o d e l  a r e  s i m p l y  
F  ( t )  =  l ? i ( t )  +  F y  ( t ) S G N ( x ( t ) )  
( 1  - 2 . 1 )  
t h e  v i s c o u s  d a m p i n g  c o e f f i c i e n t  
R  >  0  a c c o u n t s  f o r  t h e  b a s e  f l u i d  v i s c o s i t y  a n d  
F y ( t )  2  0  i s  t h e  c o n t r o l l a b l e  ( f i e l d  d e p e n d e n t )  y i e l d  f o r c e ,  F i g  1 . 4 ( a ) .  T h e  f u n c t i o n  
S G N ( x )  i s  t h e  s e t  v a l u e d  s i g n u m  f u n c t i o n  g i v e n  b y  
I t  i s  w i d e l y  a c c e p t e d  t h a t  t h e  B i n g h a m  m o d e l  c a p t u r e s  t h e  d o m i n a n t  b e h a v i o u r  o f  
E R I M R  f l u i d  d a m p e r s  i n  p o s t y i e l d ,  i . e .  f o r  f u l l y  d e v e l o p e d  f l o w .  H o w e v e r ,  i t  a s s u m e s  
t h a t  t h e  f l u i d  r e m a i n s  r i g i d  i n  t h e  p r e y i e l d  r e g i o n ,  t h a t  i s  i f  I ~ ( t ) l <  F y  ( t ) ,  t h e n  x ( t )  =  0  .  
T h u s ,  t h e  B i n g h a m  m o d e l  d o e s  n o t  a c c o u n t  f o r  t h e  e s s e n t i a l l y  v i s c o e l a s t i c  b e h a v i o u r  o f  
t h e  f l u i d  i n  t h e  p r e y i e l d  r e g i o n .  I n  o r d e r  t o  f a c i l i t a t e  a n a l y s i s  a n d  t o  a l l o w  f o r  m o t i o n  i n  
t h e  p r e y i e l d  r e g i o n  n u m e r o u s  s m o o t h  a p p r o x i m a t i o n s  o f  t h e  B i n g h a m  m o d e l  h a v e  b e e n  
p r e s e n t e d .  F o r  e x a m p l e ,  i n  [ 2 7 ]  a n d  [ 2 8 ]  t h e  f u n c t i o n  S G N ( x )  w a s  r e p l a c e d  b y  t h e  
s m o o t h  h y p e r b o l i c  t a n g e n t  f u n c t i o n  a n d  t h e  i n v e r s e  h y p e r b o l i c  s i n e  f u n c t i o n  
r e s p e c t i v e l y .  P o s s i b l y  t h e  m o s t  p o p u l a r  a p p r o x i m a t i o n  i s  t h e  b i v i s c o u s  m o d e l  
P O I  [ 2 9 1  [ 3 0 1 .  
F  ( t )  =  l ? i ( t )  +  
F Y  ( t ) s g n ( ~ ( f ) )  i f  l % t ) l >  47 ( t ) / R P >  
( 1 . 2 . 3 )  
R P w  o t h e n u i s e  .  
T h e  f u n d a m e n t a l  p r o b l e m  w i t h  t h e s e  s m o o t h  a p p r o x i m a t i o n s  i s  t h a t  t h e y  a r e  f l u i d  
m o d e l s ,  w h i c h  i s  t o  s a y  t h a t  t h a t  t h e y  a r e  i n c a p a b l e  o f  s u s t a i n i n g  a  f o r c e  a t  z e r o  v e l o c i t y .  
F i g  1 . 5  ( a )  B i n g h a m  M o d e l ,  ( b )  e x t e n d e d  B i n g h a m  m o d e l .  
I n  o r d e r  t o  a c c o u n t  f o r  t h e  v i s c o e l a s t i c  b e h a v i o u r  o f  E R  f l u i d  i n  p r e y i e l d ,  i n  [ 3 1 ]  t h e  
B i n g h a m  p l a s t i c  w a s  p l a c e d  i n  s e r i e s  w i t h  t h e  s t a n d a r d  m o d e l  f o r  s o l i d  v i s c o e l a s t i c i t y ,  
t o  c r e a t e  t h e  e x t e n d e d  B i n g h a m  m o d e l  i n  F i g  1 . 5 ( b ) .  T h e  g o v e r n i n g  e q u a t i o n s  f o r  t h i s  
m o d e l ,  a s  p r e s e n t e d  i n  [ 2 3 ]  a n d  [ 2 4 ] ,  a r e  
I  
G ( x - x 2 )  
H ( x 2  -  )  +  R p X 2  ,  o t h e r w i s e .  
I n  [ 3 2 ]  t h e  p a r a m e t e r s  d e f i n i n g  t h e  m o d e l  w e r e  f i t t e d  t o  e x p e r i m e n t a l  d a t a  f r o m  a  s h e a r  
m o d e  E R  d a m p e r .  I t  w a s  f o u n d  t h a t  t h e  e l a s t i c  m o d u l i  G  ,  H  a n d  t h e  v i s c o u s  
c o e f f i c i e n t s  R ,  R ,  w e r e  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  e l e c t r i c  f i e l d  ( a b o v e  s o m e  s m a l l  v a l u e ) .  A s  
e x p e c t e d  t h e  y i e l d  f o r c e  F y ( t )  w a s  f o u n d  t o  b e  a  s t r i c t l y  i n c r e a s i n g  f u n c t i o n  o f  t h e  
e l e c t r i c  f i e l d  s t r e n g t h .  T h e  e x t e n d e d  B i n g h a m  m o d e l  w a s  a l s o  f o u n d  t o  c a p t u r e  a l l  t h e  
q u a l i t a t i v e  b e h a v i o u r  o f  a n  MR d a m p e r  i n  [ 2 3 ] .  T h e  m a i n  c r i t i c i s m  o f  t h e  m o d e l  i n  b o t h  
o f  t h e s e  s t u d i e s  w a s  t h a t  t h e  m o d e l  w a s  v e r y  d i f f i c u l t  t o  d e a l  w i t h  n u m e r i c a l l y ,  d u e  t o  
t h e  p r e s e n c e  o f  t h e  f r i c t i o n  e l e m e n t .  I n  [ 2 7 ]  t h i s  d i f f i c u l t y  w a s  o v e r c o m e  b y  r e p l a c i n g  
t h e  f r i c t i o n  e l e m e n t  b y  t h e  s m o o t h  a p p r o x i m a t i o n  F y  ( t )  t a n h ( x ,  ( t ) / V r ) ,  w h e r e  Vr i s  
s o m e  r e f e r e n c e  v e l o c i t y  g o v e r n i n g  t h e  s h a r p n e s s  o f  t h e  y i e l d i n g .  A g a i n ,  t h e  p r o b l e m  
w i t h  t h i s  i s  t h a t  t h e  m o d e l  b e c o m e s  a  f l u i d  m o d e l ,  i n c a p a b l e  o f  s u s t a i n i n g  a  s t r e s s  
w i t h o u t  m o t i o n .  
F i g  1 . 6  M o d e l  f o r  a  l o n g  s t r o k e  E R  f l u i d  d a m p e r ,  ( b )  m o d i f i e d  B i n g h a m  p l a s t i c  f u n c t i o n ,  
( c )  i n v e r s e  o f  m o d i f i e d  B i n g h a m  p l a s t i c  f u n c t i o n  ( t a k e n  f r o m [ 3 3 ] ) .  
T h e  p h e n o m e n o l o g i c a l  m o d e l  i n  F i g  1 . 6 ( a )  w a s  d e v e l o p e d  i n  [ 3 3 ]  t o  c a p t u r e  t h e  
b e h a v i o u r  o f  a  l o n g  s t r o k e  E R  f l u i d  d a m p e r .  T h e  m a s s  m  i s  i n c l u d e d  t o  a c c o u n t  f o r  t h e  
e f f e c t  o f  f l u i d  i n e r t i a  a n d  K ( x  -  x ,  ;  t )  i s  a  b i l i n e a r  s p r i n g  f u n c t i o n  g i v e n  b y  
i S  1x1 5  F ,  ( t > / 2 G ,  
K ( x ;  f )  =  G x  -  F ,  ( r ) / 2  if 1x1 <  -  F y  ( t ) / 2 G ,  ( 1 . 2 . 5 )  
G x  +  F ,  ( 1 ) / 2  i f  1x1 >  F ,  ( t ) / 2 G .  
i ' "
T h e  h n c t i o n  x ( x l ; t )  i s  r e f e r r e d  t o  a s  t h e  m o d i f i e d  B i n g h a m  p l a s t i c  f u n c t i o n ,  a n d  
a c c o u n t s  f o r  t h e  d a m p e r s  b e h a v i o u r  i n  p r e y i e l d ,  t h e  g r a p h  o f  ~ ( x , ; t )  i s  s h o w n  i n  
F i g  1 . 6 ( b ) .  T h e  r e s u l t i n g  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  a r e  g i v e n  b y  
I n  o r d e r  t o  s o l v e  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n ,  t h e  m o d i f i e d  B i n g h a m  p l a s t i c  h n c t i o n  i s  
i n v e r t e d  a s  i n  F i g  1 . 6 ( c ) ,  t o  o b t a i n  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  x ,  =  x - ' ( ~ ( x  - x , ;  t ) ; t )  .  F o r  
s i m u l a t i o n  p u r p o s e s ,  t h e  
i n v e r s e  o f  t h e  m o d i f i e d  B i n g h a m  p l a s t i c  f u n c t i o n  w a s  
i m p l e m e n t e d  u s i n g  a  l o o k u p  t a b l e .  I n  a  l a t e r  s t u d y  [ 3 0 ] ,  t h i s  m o d e l  w a s  a p p l i e d  t o  a  M R  
d a m p e r ,  r e p l a c i n g  ( 1 . 2 . 5 )  w i t h  a  l i n e a r  s p r i n g  a n d  t h e  m o d i f i e d  B i n g h a m  p l a s t i c  
f u n c t i o n  b y  t h e  b i v i s c o u s  m o d e l  i n  ( 1 . 2 . 3 ) .  
I n  o r d e r  t o  o b t a i n  a  n u m e r i c a l l y  t r a c t a b l e  a n d  v e r s a t i l e  m o d e l ,  i n  [ 2 3 ]  a  B o u c  t y p e  
h y s t e r e s i s  m o d e l  [ 3 4 ]  w a s  u s e d  t o  c h a r a c t e r i z e s  a n  M R  d a m p e r  s u c h  a s  t h e  o n e  i n  
F i g  1 . 4 ( b ) .  T h e  s i m p l e s t  s u c h  m o d e l  p r e s e n t e d  i n  [ 2 3 ]  i s  g i v e n  b y  
B y  a d j u s t i n g  t h e  p a r a m e t e r s  y , P ,  A  a n d  n i t  i s  p o s s i b l e  t o  c o n t r o l  t h e  s h a p e  o f  t h e  
h y s t e r e s i s  l o o p s  g e n e r a t e d  b y  t h e  i n t e r n a l  v a r i a b l e  z  .  I n  m o d e l l i n g  M R  d a m p e r s  t h e  
m o d e l  i s  g e n e r a l l y  i m p l e m e n t e d  u s i n g  A  >  0  a n d  P  =  y  >  0  [ 2 3 ]  [ 3  5 1 .  I n  t h i s  c a s e ,  f o r  
s t e a d y  u n i d i r e c t i o n a l  f l o w  t h e  i n t e r n a l  v a r i a b l e  a p p r o a c h e s  t h e  v a l u e  
z  =  d ~ / ( y +  P ) s g n ( i ( t ) )  .  T h e  v a l u e  o f  t h e  f i e l d  d e p e n d e n t  c o n t r o l  v a r i a b l e  a ( t )  2  0  c a n  
t h e n  b e  u s e d  t o  c o n t r o l  t h e  l e v e l  o f  t h e  r a t e  i n d e p e n d e n t  y i e l d  s t r e s s .  
T h e  l a s t  m o d e l  t o  b e  d e s c r i b e d  i s  t h e  n o n l i n e a r  v i s c o e l a s t i c - p l a s t i c  m o d e l ,  o r i g i n a l l y  
p r o p o s e d  i n  [ 3 6 ] .  T h e  m o d e l  i s  b a s e d  o n  t h e  k n o w l e d g e  t h a t  i n  p r e y i e l d  E R I M R  f l u i d s  
b e h a v e  l i k e  v i s c o e l a s t i c  s o l i d s  a n d  i n  p o s t y i e l d  l i k e  a  B i n g h a m  p l a s t i c .  T h e  i d e a  i s  t o  u s e  
t w o  s e p a r a t e  m o d e l s  t o  c a p t u r e  t h e  p r e y i e l d  a n d  p o s t y i e l d  b e h a v i o u r  a n d  t h e n  t o  
s m o o t h l y  t r a n s i t i o n  b e t w e e n  t h e m  u s i n g  s u i t a b l e  s w i t c h i n g  f u n c t i o n s .  I n  p r e y i e l d  t h e  
f l u i d l d a m p e r  i s  m o d e l l e d  u s i n g  a  s p r i n g  a n d  d a s h p o t  i n  p a r a l l e l ,  
F , , . ( t )  =  R p x ( t )  +  K x ( t )  .  I n  p o s t y i e l d  t h e  f l u i d l d a m p e r  r e s p o n s e  i s  m o d e l l e d  u s i n g  a  
v i s c o u s  d a s h p o t  F , ,  ( t )  =  f i ( t )  a n d  a  f r i c t i o n  e l e m e n t  w i t h  y i e l d  f o r c e  F ,  ( t )  .  T o  e f f e c t  a  
s m o o t h  t r a n s i t i o n  b e t w e e n  t h e s e  r e g i m e s  t h e  f o l l o w i n g  s w i t c h i n g  f u n c t i o n  a r e  u s e d  
1  
S  ( t )  =  -  2  t a n h [ z ) .  
w h e r e  t h e  p a r a m e t e r s  E ,  a n d  v ,  a r e  u s e d  t o  c o n t r o l  t h e  r a t e  a t  w h i c h  t h e  t r a n s i t i o n  t a k e s  
p l a c e .  T h e  t o t a l  r e a c t i v e  f o r c e  g e n e r a t e d  b y  t h e  d a m p e r  i s  t h e n  g i v e n  b y  
F ( t )  =  S p ,  ( t ) F p r  ( 4  +  S , ,  ( t ) F p o  ( t )  +  S y  ( O F y  ( t ) .  
( 1 . 2 . 9 )  
F o r  t h e  p u r p o s e s  o f  i d e n t i f i c a t i o n  a l l  s i x  p a r a m e t e r s  R , ,  K ,  R ,  F , ,  ,  E ,  a n d  v ,  a r e  a s s u m e d  
t o  b e  f u n c t i o n s  o f  t h e  a p p l i e d  f i e l d .  I n  [ 2 9 ]  i t  w a s  a l s o  d e m o n s t r a t e d  t h a t  t h e  n o n l i n e a r  
v i s c o e l a s t i c - p l a s t i c  m o d e l  c a n  c a p t u r e  t h e  b e h a v i o u r  M R  d a m p e r s  w h e n  s u b j e c t  t o  
s i n u s o i d a l  e x c i t a t i o n .  
G i v e n  t h a t  s o  m a n y  m o d e l s  h a v e  a l r e a d y  b e e n  d e v e l o p e d  f o r  E R / M R  f l u i d  d a m p e r s ,  
w h y  t h e  n e e d  t o  d e v e l o p  n e w  m o d e l s .  T h e  p u r p o s e  o f  t h i s  t h e s i s  i s  n o t  s o  m u c h  t o  
d e v e l o p  n e w  m o d e l s .  R a t h e r ,  i t  i s  p r e s e n t  t e c h n i q u e s  w h i c h  c a n  b e  u s e d  t o  r e f o r m u l a t e  
e x i s t i n g  m o d e l s ,  i n  a  m a n n e r  w h i c h  i s  m o r e  a m e n a b l e  t o  a n a l y s i s  a n d  c o n t r o l  d e s i g n .  
B a s e d  o n  t h e  p r e m i s e  t h a t  m o d e l l i n g  s h o u l d  a l w a y s  b e  p e r f o r m e d  i n  c o n n e c t i o n  w i t h  t h e  
i n t e n d e d  a p p l i c a t i o n ,  t h e  a p p l i c a t i o n  c o n s i d e r e d  i n  t h i s  t h e s i s  w i l l  b e  r e v i e w e d  t o  g a i n  
s o m e  i n s i g h t  i n t o  w h a t  m i g h t  b e  r e q u i r e d  f r o m  a  d a m p e r  m o d e l .  F r o m  t h e  d i s c u s s i o n  i n  
S e c t i o n . 1 ,  t h e  i n t e n d e d  a p p l i c a t i o n  c o u l d  b e  s t a t e d  a s  f o l l o w s :  T o  c o u p l e  t h e  d a m p e r  
m o d e l  w i t h  a  m o d e l  o f  t h e  h u m a n  f o r e a r m  w i t h  t r e m o r  ( p e r i o d i c a l l y  f o r c e d  s e c o n d  o r d e r  
o s c i l l a t o r )  a n d  t o  i n v e s t i g a t e  t h e  f e a s i b i l i t y  o f  u s i n g  t h e  d a m p e r  t o  a t t e n u a t e  t h e  e f f e c t  o f  
a  t r e m o r ,  o n  t h e  m o t i o n  o f  t h e  f o r e a r m  ( t r e m o r  s u p p r e s s i o n ) .  
A  l o g i c a l  a p p r o a c h  t o  t a c k l i n g  t h i s  p r o b l e m  m i g h t  g o  a s  f o l l o w s .  F i r s t  d e r i v e  a  m o d e l  
f o r  t h e  d a m p e r  w h i c h  c a p t u r e s  a l l  o f  t h e  o b s e r v e d  q u a l i t a t i v e  b e h a v i o u r .  C o u p l e  t h i s  
m o d e l  w i t h  t h e  m o d e l  o f  t h e  s e c o n d  o r d e r  s y s t e m  a n d  s h o w  t h a t  t h e  c o u p l e d  m o d e l  i s  
w e l l p o s e d .  I n  o t h e r  w o r d s ,  t o  s h o w  t h a t  i t  h a s  a  u n i q u e  s o l u t i o n ,  d e p e n d i n g  c o n t i n u o u s l y  
o n  t h e  d a t a  o f  t h e  p r o b l e m .  T h e  n e x t  s t e p  w o u l d  b e  t o  i n v e s t i g a t e  t h e  q u a l i t a t i v e  
b e h a v i o u r  o f  t h e  s y s t e m ,  s u c h  a s  b o u n d e d n e s s  o f  s o l u t i o n s ,  s t a b i l i t y  o f  e q u i l i b r i a  a n d  t h e  
e x i s t e n c e  o f  p e r i o d i c  s o l u t i o n s .  S i n c e  E R I M R  d a m p e r s  a r e  e s s e n t i a l l y  d i s s i p a t i v e  
d e v i c e s ,  a  s u i t a b l e  n e x t  s t e p  w o u l d  b e  t o  a n a l y z e  t h e  e n e r g y  f l o w  i n  t h e  s y s t e m .  I n  
p a r t i c u l a r ,  t o  a n a l y z e  t h e  e f f e c t  t h a t  v a r y i n g  t h e  e l e c t r i c  f i e l d  h a s  o n  t h e  e n e r g y  
d i s s i p a t e d  b y  t h e  d a m p e r .  B a s e d  o n  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  i n v e s t i g a t i o n ,  o n e  m i g h t  t r y  t o  
d e v i s e  a  c o n t r o l  s t r a t e g y  f o r  t h e  d a m p e r ,  t o  m a x i m i z e  ( i n  s o m e  s e n s e )  t h e  e n e r g y  
d i s s i p a t e d  b y  t h e  d a m p e r ,  w h i l e  e n s u r i n g  t h a t  t h e  m o t i o n s  o f  t h e  c o u p l e d  s y s t e m  r e m a i n  
w e l l  b e h a v e d .  F i n a l l y ,  d e r i v e  e f f i c i e n t  i n t e g r a t i o n  a l g o r i t h m s  f o r  t h e  m o d e l s  a n d  
i n v e s t i g a t e  t h e  e f f e c t i v e n e s s  o f  t h e  c o n t r o l  s t r a t e g y  t h r o u g h  a  s i m u l a t i o n  s t u d y .  
C o n s i d e r  a g a i n  t h e  e x t e n d e d  B i n g h a m  m o d e l  i n  F i g  1 . 5 ( b ) .  B a s e d  o n  t h e  p r e v i o u s  
d i s c u s s i o n s  i t  i s  c l e a r  t h a t  t h i s  m o d e l  c a p t u r e s  t h e  d o m i n a n t  b e h a v i o u r  o f  E R  f l u i d  
d a m p e r s .  H o w e v e r ,  i t  w o u l d  b e  v e r y  d i f f i c u l t  ( i f  n o t  i m p o s s i b l e )  t o  u s e  t h e  s t a n d a r d  
t h e o r y  f o r  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  t o  e s t a b l i s h  e x i s t e n c e  a n d  u n i q u e n e s s  o f  
s o l u t i o n s  f o r  ( 1 . 2 . 4 ) .  W i t h o u t  t h i s  f u n d a m e n t a l  r e s u l t  i t  i s  v e r y  d i f f i c u l t  t o  p e r f o r m  a n y  
s o r t  o f  m e a n i n g h l  a n a l y s i s  o n  t h e  s y s t e m  o r  t o  d e v e l o p  i n t e g r a t i o n  a l g o r i t h m s .  O f  
c o u r s e ,  t h i s  d i f f i c u l t y  c o u l d  b e  o v e r c o m e  b y  r e p l a c i n g  t h e  f r i c t i o n  e l e m e n t  w i t h  a  
s m o o t h  a p p r o x i m a t i o n .  H o w e v e r  t h i s  m o d i f i c a t i o n  t r a n s f o r m s  t h e  m o d e l  i n t o  a  f l u i d  
m o d e l ,  l o o s i n g  a n  e s s e n t i a l  b e h a v i o u r  o f  E R  f l u i d  d e v i c e s .  A l t e r n a t i v e l y ,  o n e  c o u l d  u s e  
o n e  o f  t h e  r a t h e r  n o n - p h y s i c a l  m o d e l s  ( 1 . 2 . 7 )  a n d  ( 1 . 2 . 9 ) .  H o w e v e r  ( 1 . 2 . 9 )  i s  o n l y  
s u i t a b l e  f o r  s m a l l  o s c i l l a t i o n s  a n d  ( 1  - 2 . 7 )  c a n  e x h i b i t  s o m e  v e r y  n o n - p h y s i c a l  b e h a v i o u r  
f o r  t i m e  v a r y i n g  a ( t )  .  N o w ,  i t  s h o u l d  n o t  b e  e x p e c t e d  t h a t  m o d e l l i n g  a n d  a n a l y s i s  t o o l s ,  
d e v e l o p e d  f o r  s m o o t h  m e c h a n i c a l  s y s t e m s ,  c a n  b e  a p p l i e d  w i t h o u t  m o d i f i c a t i o n  t o  
s y s t e m s  e x h i b i t i n g  n o n s m o o t h  b e h a v i o u r s .  
T h i s  f a c t  w a s  r e c o g n i z e d  o v e r  a  h u n d r e d  y e a r s  a g o ,  b y  s c i e n t i s t s  a n d  e n g i n e e r s  t r y i n g  t o  
m o d e l  m a t e r i a l s  e x h i b i t i n g  e l a s t i c - p l a s t i c  a n d  v i s c o p l a s t i c  t y p e  b e h a v i o u r s  ( s e e  [ 3 7 ]  f o r  
a  h i s t o r i c a l  p e r s p e c t i v e ) .  A s  a  r e s u l t  n u m e r o u s  m o d e l l i n g  a n d  a n a l y s i s  t e c h n i q u e s  h a v e  
b e e n  d e v e l o p e d  s p e c i f i c a l l y  t o  d e a l  w i t h  s u c h  m a t e r i a l s .  A  p a r t i c u l a r l y  i n t u i t i v e  a n d  
i n t e r e s t i n g  a p p r o a c h  i s  t h e  m o d e r n  t h e o r y  o f  " t h e r m o i n e c h a n i c s  w i t h  i n t e r n a l  v a r i a b l e s " ,  
d e t a i l s  o f  w h i c h  c a n  b e  f o u n d  i n  t h e  e x c e l l e n t  t e x t s  [ 3 7 ] - [ 3 9 ] .  T h i s  t h e o r y  t a k e s  a s  i t s  
s t a r t i n g  p o i n t ,  t w o  h n c t i o n s  e x p r e s s i n g  t h e  s t o r e d  i n t e r n a l  e n e r g y  a n d  r a t e  o f  e n e r g y  
d i s s i p a t i o n .  T h e n  u s i n g  s o m e  e s t a b l i s h e d  p r i n c i p l e s  f r o m  t h e r m o d y n a m i c s  a n d  s o m e  
c o n v e x  a n a l y s i s ,  w e l l  b e h a v e d  e v o l u t i o n  e q u a t i o n s  a r e  d e r i v e d  f o r  t h e  i n t e r n a l  v a r i a b l e s .  
I n  t h e  c o n t e x t  o f  t h e  e x t e n d e d  B i n g h a m  m o d e l ,  t h e  i n t e r n a l  e n e r g y  c o r r e s p o n d s  w i t h  t h e  
e n e r g y  s t o r e d  i n  t h e  s p r i n g s ,  t h e  d i s s i p a t i o n  r a t e  i s  o b t a i n e d  f r o m  t h e  d a s h p o t s  a n d  
f r i c t i o n  e l e m e n t  ,  w h i l e  t h e  i n t e r n a l  v a r i a b l e s  a r e  s i m p l y  x ,  a n d  x 2 .  D u e  t h e  i m p o r t a n c e  
o f  e l a s t i c - p l a s t i c  a n d  v i s c o p l a s t i c  m o d e l s  i n  v a r i o u s  e n g i n e e r i n g  a p p l i c a t i o n s ,  n u m e r o u s  
m e t h o d s  h a v e  b e e n  d e v e l o p e d  f o r  e s t a b l i s h i n g  w e l l p o s e d n e s s  o f  t h e  r e s u l t i n g  m o d e l s  
[ 4 0 ]  a n d  d e v e l o p i n g  e f f i c i e n t  i n t e g r a t i o n  a l g o r i t h m s  [ 4 1 ] .  
I  . 3  T h e s i s  o u t l i n e  
T h e  p u r p o s e  o f  t h i s  t h e s i s  i s  t w o  f o l d .  F i r s t l y ,  t o  p r e s e n t  a  m e t h o d  f o r  c o n s t r u c t i n g  
m o d e l s  o f  E R  f l u i d  d a m p e r s ,  w h i c h  c a p t u r e  t h e  m e c h a n i c a l  b e h a v i o u r  o f  t h e  d e v i c e s  a n d  
w h i c h  a r e  a m e n a b l e  t o  a n a l y s i s  a n d  c o n t r o l  d e s i g n .  S e c o n d l y ,  t o  i n v e s t i g a t e  t h e  
f e a s i b i l i t y  o f  u s i n g  a n  E R  d a m p e r  t o  s u p p r e s s  a c t i o n  t r e m o r  a t  t h e  e l b o w ,  w i t h  a s  l i t t l e  
e f f e c t  o n  t h e  v o l u n t a r y  m o t i o n  a s  p o s s i b l e .  
C h a p t e r  2  d e v e l o p s  a  s i m p l e  s e c o n d  o r d e r  m o d e l  f o r  t h e  h u m a n  f o r e a r m ,  u n d e r g o i n g  
p o i n t - t o - p o i n t  r e a c h i n g  m o v e m e n t s  a n d  s u b j e c t  t o  t r e m o r .  S t a b i l i t y  a n d  b o u n d e d n e s s  o f  
s o l u t i o n s  o f  t h e  m o d e l  a r e  b r i e f l y  d i s c u s s e d .  T h e  f i n a l  s e c t i o n  a l s o  p r o v i d e s  s o m e  
m o t i v a t i o n  f o r  t h e  d e v e l o p m e n t s  p r e s e n t e d  i n  l a t e r  s e c t i o n s .  I n  p a r t i c u l a r ,  t h e  f e a s i b i l i t y  
o f  u s i n g  a  c o n t r o l l a b l e  d a m p e r  t o  a t t e n u a t e  t h e  e f f e c t  o f  t r e m o r  i s  b r i e f l y  i n v e s t i g a t e d .  
T h e  p u r p o s e  o f  5 3  i s  t o  p r e s e n t  a  s i m p l e  m e t h o d  f o r  t h e  m o d e l l i n g  o f  s h e a r  m o d e  E R  
d a m p e r s .  T h e  m e t h o d  i t s e l f  i s  b a s e d  o n  t h e  m e t h o d  o f  " t h e r m o m e c h a n i c s  w i t h  i n t e r n a l  
v a r i a b l e s " ,  a n d  u s e s  s o m e  s i m p l e  r e s u l t s  f r o m  c o n v e x  a n a l y s i s  t o  d e a l  w i t h  t h e  
n o n s m o o t h  b e h a v i o u r  e x h i b i t e d  b y  E R  f l u i d  d a m p e r s .  B e f o r e  g e t t i n g  d o w n  t o  t h e  a c t u a l  
m o d e l l i n g ,  s o m e  o f  t h e  b a s i c  m e c h a n i s m s  g o v e r n i n g  t h e  E R  e f f e c t  a r e  r e v i e w e d .  T h e  
i n t e r e s t  i n  t h e s e  m e c h a n i s m s  i s  n o t  t o  p r e d i c t  t h e  f o r c e  l e v e l s  o r  p a r a m e t e r s  v a l u e s ,  b u t  
t o  g a i n  s o m e  i n s i g h t  i n t o  t h e  e n e r g y  s t o r a g e  a n d  d i s s i p a t i o n  p r o p e r t i e s  o f  a n  E R  f l u i d  i n  
s h e a r .  A  s i m p l i f i e d  v e r s i o n  o f  " t h e r m o m e c h a n i c s  w i t h  i n t e r n a l  v a r i a b l e s " ,  i s  t h e n  
p r e s e n t e d  a l o n g  w i t h  t h e  r e q u i r e d  t o o l s  f r o m  c o n v e x  a n a l y s i s .  T h i s  t h e o r y  i s  t h e n  u s e d  
t o  r e f o r m u l a t e  s o m e  o f  t h e  m o d e l s  f o r  E R  d a m p e r s  w h i c h  h a v e  a p p e a r e d  i n  t h e  
l i t e r a t u r e .  
I n  $ 4  t h e  s i m p l e s t  o f  t h e  d a m p e r  m o d e l s  d e v e l o p e d  i n  t h e  p r e v i o u s  c h a p t e r  ( t h e  E P  
m o d e l )  i s  c o u p l e d  w i t h  t h e  s e c o n d  o r d e r  m o d e l  f o r  t h e  f o r e a r m ,  d e v e l o p e d  i n  5 2 .  
F o l l o w i n g  t h i s ,  s o m e  b a s i c  i n t e r n a l  a n d  e x t e r n a l  s t a b i l i t y  r e s u l t s  a r e  e s t a b l i s h e d  f o r  t h e  
c o u p l e d  s y s t e m .  S e c t i o n  4 . 2  b e g i n s  w i t h  a  r e v i e w  o f  s o m e  k n o w n  r e s u l t s  f o r  s e m i - a c t i v e  
d a m p e r s .  F i n d i n g  t h a t  t h e s e  r e s u l t s  t o  b e  i n a p p r o p r i a t e  f o r  t h e  p r e s e n t  p u r p o s e s ,  t h e  
n o t i o n  o f  a  O T  - r e c u r r e n t  c o n t r o l  i s  d e v e l o p e d .  S e c t i o n  4 . 3  a n a l y s e s  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  
" l i n e a r i z i n g "  t h e  r e s p o n s e  o f  t h e  E P  m o d e l  t h r o u g h  t h e  u s e  o f  a  f e e d f o r w a r d  c o n t r o l .  A n  
o u t g r o w t h  o f  t h e  a n a l y s i s  i s  t h e  n o v e l  c o n c e p t  o f  d i s s i p a t i o n  s h a p i n g .  I n  s o m e  s e n s e ,  t h e  
d i s s i p a t i o n  s h a p i n g  c o n t r o l  c a n  b e  s e e n  a s  a  f o r m  o f  m o d e l  r e f e r e n c e  c o n t r o l ,  i n  w h i c h  
1 6  
t h e  r e s p o n s e  o f  t h e  E P  m o d e l  i s  f o r c e d  t o  t r a c k  t h e  r e s p o n s e  o f  a  m o r e  d e s i r a b l e  
r h e o l o g i c a l  m o d e l  
T h e  c o n t r o l  o b j e c t i v e  w a s  s t a t e d  e a r l i e r  a s :  d e v i s e  a  c o n t r o l  s t r a t e g y  f o r  a n  E R  d a m p e r  
w h i c h  w i l l  r e d u c e  t h e  o s c i l l a t i o n s  c a u s e d  b y  t h e  t r e m o r ,  w i t h  o u t  a d v e r s e l y  a f f e c t i n g  t h e  
i n t e n t i o n a l  m o t i o n .  I n  C h a p t e r . 5 ,  t h e  f e a s i b i l i t y  o f  a c h i e v i n g  t h i s  o b j e c t i v e  i s  b r i e f l y  
c o n s i d e r e d ,  u s i n g  s o m e  o f  t h e  e x t e r n a l  s t a b i l i t y  r e s u l t s  f r o m  $ 4  a n d  A p p e n d i x  D .  T h e  
t h e o r e t i c a l  r e s u l t s  a r e  q u i t e  p o s i t i v e  a n d  a r e  b a c k e d  u p  b y  n u m e r o u s  s i m u l a t i o n s .  
F i n a l l y ,  C h a p t e r  6  p r o v i d e s  a  s u m m e r y  o f  t h e  v a r i o u s  r e s u l t s  o b t a i n  i n  p r e v i o u s  
c h a p t e r s ,  a l o n g  w i t h  s o m e  p o s s i b l e  e x t e n s i o n s  a n d  g e n e r a l i s a t i o n s  o f  t h e s e  r e s u l t s .  S o m e  
i n t e r e s t i n g  t o p i c s  f o r  f u t u r e  r e s e a r c h  a r e  p r e s e n t e d .  
T h i s  t h e s i s  c o n t a i n s  f o u r  a p p e n d i c e s .  A p p e n d i x  A  o u t l i n e s  s o m e  r e s u l t s  f r o m  r e a l  
a n a l y s i s  a n d  c o n v e x  a n a l y s i s  w h i c h  a r e  u s e  t h r o u g h  t h e  t h e s i s .  A p p e n d i x  B  p r o v i d e s  a  
s u m m e r y  o f  t h e  m a i n  d e f i n i t i o n s  a n d  t h e o r e m s  r e l a t i n g  t o  s t a b i l i t y  i n  t h e  s e n s e  o f  
L i a p u n o v .  S o m e  u s e f u l  r e s u l t s  f o r  i n v e s t i g a t i n g  t h e  a s y m p t o t i c  b e h a v i o u r  o f  o r d i n a r y  
d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  a r e  a l s o  p r e s e n t e d .  A p p e n d i x  C  d e v e l o p s  s o m e  s i m p l e  r e s u l t s  f o r  
i n v e s t i g a t i n g  t h e  w e l l p o s e d n e s s  o f  t h e  d a m p e r  m o d e l s  p r e s e n t e d  i n  $ 3 ,  w h e n  i n  i s o l a t i o n  
a n d  w h e n  c o u p l e d  w i t h  o t h e r  m o d e l s  f o r  m e c h a n i c a l  s y s t e m s .  F i n a l l y ,  A p p e n d i x  D  
p r e s e n t s  s o m e  r e s u l t s  r e l a t i n g  t o  t h e  e x i s t e n c e  a n d  s t a b i l i t y  o f  p e r i o d i c  s o l u t i o n s  o f  t h e  
E P  m o d e l ,  w h e n  i n  i s o l a t i o n  a n d  w h e n  t h e  c o u p l e d  w i t h  t h e  f o r e a r m  m o d e l .  T h e s e  
r e s u l t s  w i l l  p r o v e  p a r t i c u l a r l y  u s e h l  w h e n  d i s c u s s i n g  t r e m o r  a t t e n u a t i o n  i n  $ 5 .  
C h a p t e r  2  
F o r e a r m  M o d e l  a n d  S e m i - A c t i v e  D a m p i n g  
T h e  p u r p o s e  o f  t h i s  c h a p t e r  i s  p r i m a r i l y  t o  d e v e l o p  a  s i m p l e  m o d e l  f o r  t h e  h u m a n  
f o r e a r m ,  u n d e r  g o i n g  p o i n t  t o  p o i n t  r e a c h i n g  m o v e m e n t s  a n d  s u b j e c t  t o  t r e m o r .  T h e  
f i n a l  s e c t i o n  a l s o  p r o v i d e s  s o m e  m o t i v a t i o n  f o r  t h e  d e v e l o p m e n t s  p r e s e n t e d  i n  l a t e r  
s e c t i o n s .  I n  p a r t i c u l a r ,  t h e  f e a s i b i l i t y  o f  u s i n g  a n  E R  f l u i d  d a m p e r  t o  a t t e n u a t e  t h e  e f f e c t  
o f  t r e m o r  i s  b r i e f l y  i n v e s t i g a t e d .  
2 . 1  M o d e l  o f  t h e  f o r e a r m  
I n  t h i s  s e c t i o n  a  s i m p l e  m o d e l  f o r  t h e  h u m a n  f o r e a r m ,  m u s c l e s  a n d  n e u r a l  c o n t r o l l e r  w i l l  
b e  p r e s e n t e d .  B o t h  e x p e r i m e n t a l  a n d  t h e o r e t i c a l  m o t i v a t i o n  f o r  t h e  m o d e l  c a n  b e  f o u n d  
i n  t h e  p a p e r s  [ 4 2 ]  a n d  [ 4 3 ] ,  t o  w h i c h  t h e  r e a d e r  i s  r e f e r r e d  f o r  f u r t h e r  d e t a i l s .  I n  t h e  
p r e s e n t  s t u d y ,  o n l y  f a s t ,  s h o r t  d u r a t i o n ,  v o l u n t a r y  m o t i o n s  w i l l  b e  c o n s i d e r e d .  T h e  t e r m  
p o i n t - t o - p o i n t  m o t i o n  w i l l  b e  u s e d  w h e n  r e f e r r i n g  t o  f a s t  v o l u n t a r y  m o t i o n s  o f  t h e  a r m  
f r o m  s o m e  i n i t i a l  p o s i t i o n  t o  a  d e s i r e d  p o s i t i o n .  T h e  a r m  i s  a s s u m e d  t o  r e m a i n  a t  t h e  
d e s i r e d  p o s i t i o n  f o r  s o m e  t i m e ,  b e f o r e  m a k i n g  t h e  t r a n s i t i o n  t o  t h e  n e x t  d e s i r e d  p o s i t i o n ,  
a n d  s o  o n .  I n  r o b o t i c  s y s t e m s ,  t h e  u s e  o f  f e e d b a c k  f o r  m o t i o n  c o n t r o l ,  i s  j u s t i f i a b l e  a s  
s a m p l i n g  a n d  c o n t r o l  f r e q u e n c i e s  c a n  b e  m a d e  v e r y  h i g h ,  r e s u l t i n g  i n  n e g l i g i b l y  s m a l l  
f e e d b a c k  d e l a y s .  H o w e v e r ,  t h e  s a m e  c a n n o t  b e  s a i d  f o r  b i o l o g i c a l  s y s t e m s .  T h e  d e l a y  
i n c u r r e d  f o r  v i s u a l  f e e d b a c k  o n  m o t i o n s  o f  t h e  a r m ,  a r e  t y p i c a l l y  i n  t h e  r a n g e  
1 5 0 - 2 5 0 m s  [ 4 4 ] .  E v e n  t h e  f a s t  s p i n a l  f e e d b a c k  l o o p s  ( r e f l e x e s  e t c )  i n c u r  d e l a y s  o f  
3 0 -  5 0 m s .  T h i s  i s  q u i t e  l a r g e  c o m p a r e d  w i t h  t h e  t y p i c a l  d u r a t i o n  o f  1 5 0  - 5 0 0 m s ,  f o r  
p o i n t  t o  p o i n t  m o t i o n s  [ 4 4 ] [ 4 5 ] .  A s  a  r e s u l t  b i o l o g i c a l  f e e d b a c k  l o o p s  m u s t  h a v e  s m a l l  
g a i n s  i f  s t a b i l i t y  i s  t o  b e  e n s u r e d .  I n  c o n t r a s t ,  c o - a c t i v a t i o n  o f  a g o n i s t  m u s c l e s  m a y  b e  
u s e d  t o  p r o v i d e  p r o p o r t i o n a l  ( s t i f h e s s )  a n d  d e r i v a t i v e  ( v i s c o u s )  g a i n s  a b o u t  a  f i x e d  
p o s i t i o n ,  w i t h o u t  a n y  d e l a y ,  [ 4 2 ] [ 4 4 ] . F u r t h e r m o r e ,  i n c r e a s i n g  t h e  n e t  s t i f h e s s  a n d  
d a m p i n g  o f  t h e  s y s t e m  w i l l  p r o v i d e  a  c e r t a i n  r o b u s t n e s s  t o  u n f o r e s e e n  m e c h a n i c a l  
d i s t u r b a n c e s .  I n d e e d ,  n u m e r o u s  s t u d i e s  h a v e  s u g g e s t e d  f o r  f a s t  p o i n t - t o - p o i n t  m o t i o n s ,  
t h e  C N S  ( c e n t r a l  n e r v o u s  s y s t e m )  u s e s  a  c o m b i n a t i o n  o f  i n t e r n a l  m o d e l s  o f  t h e  
a r m l e n v i r o n m e n t  a n d  t h e  a b i l i t y  t o  a l t e r  t h e  a r m s  i m p e d a n c e ,  i n  o r d e r  t o  i m p l e m e n t  a  
p u r e l y  f e e d f o r w a r d  c o n t r o l  [ 4 2 ]  [ 4 5 ]  [ 4 6 ] .  
T h e  f o r e a r m  ( a n d  h a n d )  w i l l  b e  m o d e l l e d  a s  a  r i g i d  l i n k  w i t h  i n e r t i a  J a n d  m a s s  m  .  I t  i s  
a s s u m e d  t h a t  t h e  a r m  i s  c o n s t r a i n e d  b y  a  b r a c e ,  s o  t h a t  t h e  a x i s  o f  r o t a t i o n  c a n  b e  
c o n s i d e r e d  a s  f i x e d .  T h e  j o i n t  a n g l e  q i s  d e f i n e d  a s  z e r o  w h e n  p o i n t i n g  v e r t i c a l l y  
d o w n w a r d  a n d  p o s i t i v e  t o w a r d s  f l e x i o n ,  F i g  2 . l ( a ) .  T h e  n u m e r o u s  m u s c l e s  a c t i n g  o n  
t h e  f o r e a r m  w i l l  b e  l u m p e d  i n t o  t w o  o p p o s i n g  m u s c l e s ,  w h i c h  w i l l  b e  r e f e r r e d  t o  a s  t h e  
b i c e p s  a n d  t r i c e p s  f o r  s i m p l i c i t y .  T h e  m o m e n t  a r m ,  r  a n d  t h e  m a x i m u m  e x t e n s i v e  a n d  
r e f l e x i v e  t o r q u e s  w h i c h  c a n  b e  g e n e r a t e d  b y  t h e  t w o  m u s c l e s  a r e  a s s u m e d  t o  b e  e q u a l ,  
s e e  F i g  2 . 1 .  
F i g  2 . 1  ( a )  f o r e a r m ,  ( b )  m e c h a n i c a l  m u s c l e  
F o r  a  g i v e n  n e u r a l  e x c i t a t i o n ,  t h e  m e c h a n i c a l  r e s p o n s e  o f  m u s c l e  i s  e x t r e m e l y  
c o m p l i c a t e d .  H o w e v e r ,  f o r  t h e  p r e s e n t  p u r p o s e s  o n l y  t h e  d o m i n a n t  m e c h a n i c a l  
p r o p e r t i e s  n e e d  b e  c o n s i d e r e d .  I n  p a r t i c u l a r ,  n e u r a l  a c t i v a t i o n  d e t e r m i n e s  b o t h  t h e  
c o n t r a c t i l e  f o r c e  g e n e r a t e d  b y  t h e  m u s c l e  a n d  t h e  e f f e c t i v e  s t i f f n e s s  o f  t h e  m u s c l e  
( r e s i s t a n c e  t o  s t r e t c h ) .  T h e  o b s e r v e d  s t a t i c  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  m u s c l e  f o r c e  a n d  s t r e t c h  
i m p l i e s  a  c o n t r o l l a b l e  " s p r i n g  l i k e "  b e h a v i o u r ,  w h i l e  t h e  o b s e r v e d  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  
m u s c l e  f o r c e  a n d  t h e  r a t e  o f  s t r e t c h  i m p l i e s  a  c o n t r o l l a b l e  " v i s c o u s "  b e h a v i o u r  [ 4 2 ] .  T h e  
s i m p l e s t  m e c h a n i c a l  m o d e l  w h i c h  c a p t u r e s  t h i s  v a r i a b l e  s t i f f n e s s l d a m p i n g  t y p e  
b e h a v i o u r  i s  a  p a r a l l e l  c o m b i n a t i o n  o f  a  v a r i a b l e  s p r i n g  a n d  d a m p e r ,  F i g  2 . l ( b ) .  B a s e d  
o n  t h i s  m o d e l ,  t h e  n e t  m o m e n t  o f  t h e  t w o  m u s c l e s  w i l l  b e  m o d e l l e d  b y  [ 4 2 ]  
r b  =  r F '  =  ( u b ( t )  +  0 . 5 & , ) K 0 ( q  -  q )  -  ( u ,  ( t )  +  0 . 5 ~ , ) & q ,  
( 2 . 1 . 1 )  
r ,  =  1°K =  ( u , ( t ) +  0 . 5 ~ , ) K , ( q + q )  +  ( u , ( t ) +  0 . 5 ~ , ) R ~ q ,  
w h e r e  t h e  s u b s c r i p t s  b  a n d  t  r e f e r  t o  t h e  b i c e p s  a n d  t r i c e p s  r e s p e c t i v e l y .  T h e  c o n s t a n t  
q  c o r r e s p o n d s  w i t h  t h e  r e s t  l e n g t h  o f  t h e  m u s c l e s .  T h e  d i m e n s i o n l e s s  c o n s t a n t s  E ,  a n d  
E R  ,  c a p t u r e  t h e  p a s s i v e  s t i f f n e s s  a n d  d a m p i n g  o f  t h e  m u s c l e s ,  i n  t h e  s e n s e  t h a t  s k K O  
r e p r e s e n t s  t h e  p a s s i v e  m u s c l e  s t i f f n e s s .  F i n a l l y ,  t h e  c o n t i n u o u s  v a r i a b l e s  
u ,  ( t ) ,  u ,  ( t )  2  0 ,  V t  2  0 ,  r e p r e s e n t  t h e  n e u r a l  c o n t r o l  s i g n a l s .  T h e  p h y s i o l o g i c a l  r a n g e  o f  
m o t i o n  i s  a s s u m e d  t o  b e  
[ O , n ]  r a d i a n s .  W h i l e  a n  e x p l i c i t  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h i s  
c o n s t r a i n t  w i l l  n o t  b e  i n c l u d e d  i n  t h e  p r e s e n t  m o d e l ,  i t  i s  e a s i l y  i n c o r p o r a t e d  u s i n g  t h e  
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p e n a l t y  f u n c t i o n  t y p e  m e t h o d s .  I n  o r d e r  t o  r e p r e s e n t  t h e  f a c t  t h a t  m u s c l e s  c a n n o t  p u s h ,  
t h e  r e s t  a n g l e  i j  i s  a s s u m e d  t o  b e  g r e a t e r  t h a n  n .  T h i s  c h o i c e  a l s o  c a p t u r e s  t h e  f a c t  t h a t  
t h e  e l b o w  c a n  g e n e r a t e  t o r q u e  w h e n  f u l l y  e x t e n d e d l f l e x e d .  A s  t h e  l i m b  m o v e s  i n  t h e  
v e r t i c a l  p l a n e  t h e r e  w i l l  a l s o  b e  a  g r a v i t a t i o n a l  t o r q u e  e q u a l  t o  z g  =  - m g l  s i n ( q ) ,  w h e r e  
g  i s  t h e  a c c e l e r a t i o n  d u e  t o  g r a v i t y  a n d  I  i s  t h e  d i s t a n c e  f i o m  t h e  c e n t r e  o f  m a s s  t o  t h e  
a x i s  o f  r o t a t i o n .  S u m m i n g  m o m e n t s  a b o u t  t h e  a x i s  o f  r o t a t i o n  i n  F i g  2 . l ( a )  g i v e s  
J q  =  7 ,  -  7 ,  +  z g  +  7 ,  ( t ) ,  
( 2 . 1 . 2 )  
=  - ( u ( t )  +  E R ) & 4  -  ( u ( t )  +  E ~ ) K ~ ~  -  m g l s i n ( q )  +  K , q A u ( t )  + z ,  ( t ) ,  
w h e r e  
u ( t )  =  u ,  ( t )  +  u ,  ( t )  ,  
A u ( t )  =  u ,  ( t )  -  u ,  ( t )  a n d  z ,  ( t )  i s  a  t o r q u e  r e s u l t i n g  f i o m  
i n t e r a c t i o n s  w i t h  t h e  e n v i r o n m e n t .  I t  f o l l o w s  t h a t  a t  a n y  g i v e n  a n g l e  t h e  t o r q u e  a b o u t  t h e  
j o i n t  a n d  t h e  s t i f f n e s s l d a m p i n g  c a n  b e  c o n t r o l l e d  i n d e p e n d e n t l y  v i a  t h e  s u m  a n d  
d i f f e r e n c e  o f  t h e  t w o  m u s c l e  c o n t r o l s .  F o r  t h e  p u r p o s e s  o f  c o n t r o l  d e s i g n  i t  i s  m o r e  
c o n v e n i e n t  t o  u s e  t h e  r e p r e s e n t a t i o n  
f r o m  w h i c h  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  t h e  c o m b i n e d  a c t i v a t i o n  o f  t h e  t w o  m u s c l e s  r e s u l t s  i n  a  
v a r i a b l e  d a m p e r  a n d  a  v a r i a b l e  s p r i n g  w i t h  a d j u s t a b l e  t h r e s h o l d .  T h e  q u e s t i o n  n o w  i s ,  
h o w  t o  c h o o s e  u  a n d 6 .  R e f e r r i n g  b a c k  t o  e q u a t i o n  ( 2 . 1 . 3 )  a n d  a s s u m i n g  f o r  t h e  
m o m e n t  t h a t  z , ( t )  =  0 ,  t h e  i d e a  w o u l d  b e  t o  c h o o s e  f i x e d  u  a n d  6  s o  t h a t  t h e  d e s i r e d  
p o s i t i o n  q *  i s  a n  a s y m p t o t i c a l l y  s t a b l e  e q u i l i b r i u m  p o i n t  f o r  t h e  s y s t e m  ( 2 . 1 . 3 ) .  T h e n  i f  
n e c e s s a r y ,  i n c r e a s e  u  s o  a s  t o  e n s u r e  g o o d  t r a n s i e n t  b e h a v i o u r .  A  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n  
f o r  a  m e c h a n i c a l  s y s t e m  t o  h a v e  a  u n i q u e ,  s t a b l e  e q u i l i b r i u m  a t  a  p o s i t i o n  q * ,  i s  t h a t  i t  
c o r r e s p o n d s  w i t h  t h e  g l o b a l  m i n i m u m  o f  t h e  s y s t e m ' s  p o t e n t i a l  e n e r g y .  F o r  a  f i x e d  l e v e l  
o f  m u s c l e  a c t i v a t i o n ,  t h e  l i m b ' s  p o t e n t i a l  e n e r g y  i s  
U ( q )  w i l l  h a v e  a  m i n i m u m  a t  q  =  q *  i f  
W q * )  
-=  ( u  +  s k ) K O  ( q *  -  8 )  +  n z g l  s i n ( q * )  =  0 ,  
o r  e q u i v a l e n t l y  
A  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n  f o r  q *  t o  b e  u n i q u e  ( g l o b a l )  m i n i m u m  o f  U ( q )  i s  t h a t  
- -  a 2 u ( q )  -  ( u  +  & , ) K O  +  m g l  c o s ( q )  >  0 ,  
d q 2  
f o r  a l l  q  E  9 3 ,  w h i c h  w i l l  b e  t h e  c a s e  i f  u  i s  c h o s e n  s u c h  t h a t  u  + E ,  >  m g l / K o  .  
I n s e r t i n g  ( 2 . 1 . 6 )  i n t o  ( 2 . 1 . 3 )  y i e l d s  
I  =  - ( u  +  s R ) R O q  - ( u  +  E ~ ) K ,  ( q  -  q * )  -  m g l ( s i n ( q )  -  s i n ( q * ) )  
( 2 . 1 . 8 )  
C h o o s i n g  u  a n d  6  t o  s a t i s f y  ( 1 . 6 )  a n d  ( 1 . 7 ) ,  t h e  t o t a l  s y s t e m  e n e r g y  ( k i n e t i c  a n d  
p o t e n t i a l )  
1  
H ( q ,  q )  =  5 q 2  +  U ( q ) ,  ( 2 . 1 . 9 )  
i s  a  s t r i c t l y  c o n v e x  f u n c t i o n  o f  ( q , q )  
w i t h  m i n i m u m  ( q * , O ) .  T h e  d e r i v a t i v e  o f  
H ( q ,  q )  a l o n g  t h e  t r a j e c t o r i e s  o f  ( 2 . 1 . 8 )  i s  
I n e q u a l i t y  ( 2 . 1 . 1 0 )  i m p l i e s  t h a t  H ( q ( t ) ,  q ( t ) )  i s  n o n i n c r e a s i n g  a s  a  f u n c t i o n  o f  t i m e ,  
w h i c h  i m p l i e s  t h a t  a l l  m o t i o n s  o f  ( 2 . 1 . 8 )  a r e  b o u n d e d  a n d  t h a t  t h e  e q u i l i b r i u m  ( q * , O )  i s  
s t a b l e  ( s e e  t j B  f o r  s t a b i l i t y  t h e o r e m s  a n d  d e f i n i t i o n s ) .  B e c a u s e  ( 2 . 1 . 8 )  i s  a u t o n o m o u s ,  
t h e  K r a s o v s k i i - L a S a l l e  t h e o r e m  ( T h e o r e m  B . 4 )  c a n  b e  u s e d  t o  c o n c l u d e  t h a t  a l l  m o t i o n s  
o f  ( 2 . 1 . 8 )  a r e  g l o b a l l y  c o n v e r g e n t  t o  t h e  l a r g e s t  i n v a r i a n t  s e t  c o n t a i n e d  i n  
E  =  { ( q ,  4 )  I  4  =  0 ) .  F o r  a n y  m o t i o n  s t a y i n g  i d e n t i c a l l y  i n  E  ,  4  =  0  3  ij =  0  i m p l y i n g  
t h a t  
( U  +  E , ) K , ~ ~  -  q * I  =  m g 1 l s i n ( q )  -  s i n ( q * ) l  a  m g l l q  -  q * l ,  
b u t  u  +  E ,  >  m g l / K ,  ,  
i m p l y i n g  t h a t  q  =  q * .  I t  f o l l o w s  t h e n  t h a t  t h e  e q u i l i b r i u m  ( q * , O )  i s  G A S .  
T h u s  t h e  C N S  c a n  m o v e  t h e  l i m b  t o  a  d e s i r e d  p o s i t i o n  ( q * , O )  b y  c h o o s i n g  u  a n d 8  t o  
s a t i s f y  u  +  E ,  >  m g l / K ,  a n d  ( 2 . 1 . 6 )  r e s p e c t i v e l y .  F o r  g e n e r a l  p o i n t - t o - p o i n t  m o t i o n s ,  
c o n s i s t i n g  o f  a  s u c c e s s i o n  o f  e q u i l i b r i u m  p o i n t s ,  i t  h a s  b e e n  s u g g e s t e d  t h a t  t h e  C N S  
s h i f t s  t h e  t h r e s h o l d  p a r a m e t e r s  b e t w e e n  t h e  r e q u i r e d  v a l u e s  ( g i v e n  b y  ( 2 . 1 . 6 ) )  i n  a  
p i e c e w i s e  l i n e a r  f a s h i o n  [ 4 5 ] [ 4 6 ] .  
F o r  t h e  p u r p o s e s  o f  s i m u l a t i o n ,  t h e  f o l l o w i n g  p a r a m e t e r  v a l u e s  w e r e  c h o s e n  b a s e d  o n  
t h e  a n t h r o p o m e t r i c  d a t a  p r e s e n t e d  i n  [ 4 3 ] [ 4 5 ] [ 4 6 ] ,  J  =  0 . 0 5 k g .  m 2 ,  
m g l  =  2 . 5 k g . m 2  I  s e c 2 ,  K ,  =  7 N m  1  r a d ,  R ,  =  2 . 5 N m  s e c l  r a d ,  q  =  1 . 3 m a d ,  E ,  =  6 1  7  
,  E R  =  1 6  /  7  a n d  f o r  c o n t r o l l e d  t r a j e c t o r i e s  
u  =  6  /  7  .  F o r  s m a l l  p e r t u r b a t i o n s ,  t h e  
u n c o n t r o l l e d  s y s t e m  b e h a v e s  l i k e  a n  u n d e r d a m p e d  o s c i l l a t o r  w i t h  n a t u r a l  f r e q u e n c y  
=  8 r a d l s e c a n d  f o r  c o n t r o l l e d  m o t i o n s ,  a n  u n d e r d a m p e d  o s c i l l a t o r  w i t h  n a t u r a l  
f r e q u e n c y  =  1 2 r a d  /  s e c  .  
2 . 2  I n c o r ~ o r a t i n g  t r e m o r  
T h e  n e x t  s t e p  i s  t o  i n c o r p o r a t e  t h e  e f f e c t  o f  t r e m o r  i n t o  t h e  a r m  m o d e l .  I n  p a r t i c u l a r ,  t h e  
d i s a b l i n g ,  l o w  f r e q u e n c y  f o r m  o f  a c t i o n  t r e m o r ,  a f f e c t i n g  i n a n y  i n d i v i d u a l s  w i t h  
m u l t i p l e  s c l e r o s i s  ( s e e  $ 1 . 1  f o r  d i s c u s s i o n ) .  R e c a l l  t h a t  a c t i o n  t r e m o r  o c c u r s  d u r i n g  t h e  
v o l u n t a r y  c o n t r a c t i o n  o f  m u s c l e  a n d  a p p e a r s  a s  a n  a d d i t i v e ,  r h y t h m i c  d i s t u r b a n c e  i n  t h e  
v o l u n t a r y  c o n t r o l  s i g n a l s  s e n t  t o  t h e  m u s c l e .  A t  t h i s  p o i n t ,  t h e  o n l y  a s s u m p t i o n s  w h i c h  
w i l l  b e  m a d e ,  a r e  t h a t  t h e  t r e m o r  e f f e c t s  t h e  a n t a g o n i s t  m u s c l e s  i n  a n  a l t e r n a t i n g  p a t t e r n  
a n d  i s  o n l y  p r e s e n t  w h e n  u ( t )  =  u b  ( t )  +  u ,  ( t )  f  0  ( s e e  F i g  I .  I ) .  
C o n s i d e r  t h e  f u n c t i o n  p  E  c O , '  ( % + ;  % )  t a k i n g  b o t h  p o s i t i v e  a n d  n e g a t i v e  v a l u e s  o n  e a c h  
i n t e r v a l  o f  % +  w i t h  l e n g t h  g r e a t e r  t h a n  o r  e q u a l  t o  T  ( i m p l y i n g  b o u n d e d n e s s  o f  p  ) .  O n  
t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  t r e m o r  h a s  a n  a l t e r n a t i n g  p a t t e r n ,  l e t  p b  ( t )  =  m a x ( 0 ,  p ( t ) )  a n d  
p ,  ( t )  =  m a x ( 0 , - p ( t ) )  d e f i n e  t h e  t r e m o r o u s  c o n t r i b u t i o n s  t o  t h e  a c t i v a t i o n  o f  t h e  b i c e p s  
a n d  t r i c e p s  r e s p e c t i v e l y  ( s e e  F i g . 1  . l ) .  I t  f o l l o w s  t h a t  p  =  p b  -  p ,  a n d  I p l =  p ,  +  p t  .  T h e  
n e t  m o m e n t  o f  t h e  i n d i v i d u a l  m u s c l e s  g i v e n  i n  ( 1 .  I ) ,  n o w  b e c o m e s  
a n d  t h e  e q u a t i o n  o f  m o t i o n  ( 1 . 2 )  ( m i n u s  t h e  e x t e r n a l  t o r q u e  z ,  ,  t o  m a k e  t h i n g s  s h o r t e r )  
J ~ = - ( ~ ( t ) + ~ ~ ( f ) ~ + ~ ~ ) & ~ - ( u ( f ) + ~ ~ ( f ) ~ + ~ ~ ) ~ ~ q - ~ g ~ ~ ~ ~ ( q ) + ~ o ~ ( ~ ~ ( ~ ) + ~ ( t ) ) ~  
( 2 . 2 . 2 )  
w h e r e  u ( t )  =  u , ( t )  +  u ,  ( t )  a n d  A u ( t )  =  u b ( t )  - u ,  ( t )  .  I t  c a n  b e  s h o w n  t h a t  i f  u ( t )  i s  
c o n s t a n t  a n d  s a t i s f i e s  2  & ( u  +  E ~ ) ( u  +  E ~ ) /  J  >  I I P I I ~  ,  t h e n  a l l  s o l u t i o n s  o f  ( 2 . 2 . 2 )  w i l l  b e  
u n i f o r m l y  b o u n d e d  ( U B ) .  T h i s  r e s u l t  w i l l  n o w  b e  u s e d  t o  s i m p l i f y  t h e  s y s t e m  i n  ( 2 . 2 . 2 ) .  
F i r s t  o f  a l l ,  i t  w i l l  b e  a s s u m e d  t h a t  u  a n d  Au a r e  c o n s t a n t ,  s a t i s f y i n g  ( 2 . 1 . 6 )  a n d  ( 2 . 1 . 7 )  
f o r  s o m e  q *  E  [ 0 ,  n ]  ,  S O  t h a t  ( 2 . 2 . 2 )  b e c o m e s  
w h e r e  
N o w ,  a s s u m i n g  t h a t  u  s a t i s f i e s  2  4  ( u  +  E , ) ( u  +  E ~ ) /  J  >  I I P I ~  o3 ,  t h e n  a l l  s o l u t i o n s  o f  t h e  
s y s t e m  ( 2 . 2 . 3 ) - ( 2 . 2 . 4 )  a r e  U B .  I t  f o l l o w s  t h a t  f o r  e a c h  s e t  o f  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  
( q ( O ) , q ( O ) )  E  i R 2  ,  t h e r e  e x i t s  a  p o s i t i v e  c o n s t a n t  B  s u c h  t h a t  i b ( t ) l  a  l P ( t ) I B ,  f o r  a l l  
t  2  0 .  F r o m  t h i s  p o i n t  o n ,  b ( t )  w i l l  b e  c o n s i d e r e d  a s  a  l u m p e d ,  b o u n d e d  " t r e m o r  t o r q u e "  
a n d  i t s  p a r t i c u l a r  d e p e n d e n c e  o n  ( q , q )  w i l l  b e  i g n o r e d .  T h i s  s i m p l i f i c a t i o n  i s  n o t  a s  
u n r e a s o n a b l e  a s  i t  m a y  s e e m  a t  f i r s t ,  a s  t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  ( a c t i o n )  t r e m o r  r e l a t e d  
m u s c l e  a c t i v a t i o n ,  t h e  s t a t e  o f  t h e  m u s c l e  a n d  t h e  v o l u n t a r y  m u s c l e  a c t i v a t i o n ,  i s  p o o r l y  
u n d e r s t o o d  [ I ]  [ 5 ] .  
T o  f a c i l i t a t e  l a t e r  a n a l y s i s ,  ( 2 . 2 . 3 )  w i l l  n o w  b e  t r a n s f o r m e d  i n t o  a  f i r s t  o r d e r  d i f f e r e n t i a l  
e q u a t i o n ,  w i t h  s t a t e  v a r i a b l e s  x ,  =  q  -  q * ,  x 2  =  q  .  U s i n g  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  u  s a t i s f i e s  
( 2 . 1 . 7 ) ,  d e f i n e  t h e  c o n s t a n t s  
a n d  t h e  f u n c t i o n s  F ( t )  =  z, ( t ) / J  a n d  
F r o m  ( 2 . 2 . 6 )  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  h ( x , )  i s  a  n o n d e c r e a s i n g  f u n c t i o n  o f x ,  ,  h ( 0 )  =  0  a n d  
0 5  ( h ( x l ) - h ( ~ l ) ~ x ~  - 1 ) 5 ~ ( x 1  - y J 2  ( 2 . 2 . 7 )  
w h e r e  L  =  2  m g l /  J  .  S u b s t i t u t i n g  x ,  =  q  -  q *  ,  x 2  =  q  ,  ( 2 . 2 . 5 )  a n d  ( 2 . 2 . 6 )  i n t o  ( 2 . 2 . 3 )  
y i e l d s  t h e  f o r c e d  " p e n d u l u m  t y p e "  s y s t e m  ( w i t h  F ( t )  =  z, ( t ) /  J  a d d e d  b a c k  i n )  
A s s u m i n g  t h a t  b ( t )  a n d  F ( t )  a r e  c o n t i n u o u s  a n d  b o u n d e d ,  t h e n  f o r  e a c h  s e t  o f  i n i t i a l  
c o n d i t i o n s  ( t o  , x 0 )  E  '3, x  i R 2 ,  ( 2 . 2 . 8 )  h a s  a  u n i q u e  s o l u t i o n  x ( t )  =  x ( t ; t , ,  x , )  ,  
x  E  C '  ( % + ; i R 2 ) ,  w h i c h  d e p e n d s  c o n t i n u o u s l y  o n  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s .  B e f o r e  m o v i n g  
o n t o  t h e  n e x t  s e c t i o n ,  a  b a s i c  i n e q u a l i t y  f o r  t h e  s o l u t i o n s  o f  ( 2 . 2 . 8 )  w i l l  b e  d e v e l o p e d .  
C o n s i d e r  t h e  L i a p u n o v  f u n c t i o n  
T h e  q u a d r a t i c  t e r m  i n  b r a c k e t s  i s  p o s i t i v e  d e f i n i t e  a n d  d u e  t o  ( 2 . 2 . 7 ) ,  t h e  i n t e g r a l  t e r m  i s  
a t  l e a s t  p o s i t i v e  s e m i d e f i n i t e  ( s e e  5 B . l  f o r  d e f i n i t i o n s ) .  F u r t h e r m o r e ,  u s i n g  t h e  f a c t  
t h a t  l h ( x ,  )I <  L ~ X ,  1, i t  i s  e a s i l y  s h o w n  t h a t  t h e r e  e x i s t s  t w o  p o s i t i v e  c o n s t a n t s  c l  ,  c 2  s u c h  
2  
t h a t  c ,  1x1 5  V ( x )  <  c 2  1x1' f o r  a l l  x  s  9 3 ' .  F o r  s i m p l i c i t y  F ( t )  w i l l  b e  d r o p p e d  f i o m  
( 2 . 2 . 8 )  t e m p o r a r i l y .  T a k i n g  t h e  d e r i v a t i v e  o f  V ( x )  a l o n g  t h e  t r a j e c t o r i e s  o f  ( 2 . 2 . 8 )  g i v e s  
~ ( x )  =  - R K r ?  -  R h ( x l ) x l  -  
+  ( R ~  +  2 x l ) b ( t ) ,  
- ( m  +  k ; ) +  ( ~ 1 x 1 ~  +  2 1 x 1  l ) b ( t ) l ,  
( 2 . 2 . 1 0 )  
- 2 c 3 V ( x )  +  2 c 4  d V ( x ) l b ( t ) l ,  
w h e r e  c 3  =  0 . 5  m i n ( R ,  R K ) / c 2  a n d  c 4  =  0 . 5  m a x ( ~ , 2 ) / &  .  L e t t i n g  W ( t )  =  , / m y  
t h e n  W ( t )  i s  d i f f e r e n t i a b l e  e x c e p t  w h e n  x ( t )  =  0 ,  b u t  h a s  a  d i r e c t i o n a l  d e r i v a t i v e  e v e n  
t h e r e .  I t  f o l l o w s  t h a t  t h e  r i g h t  h a n d  d e r i v a t i v e  ~ + ( t )  =  l i m , , , +  ( ~ ( t  +  d )  -  w ( t ) ) / d  e x i t s  
f o r  a l l  t  E  % +  a n d  
~ + ( t )  5  - c 3 W ( t )  +  c 4 1 b ( t ) l .  
( 2 . 2 . 1  1 )  
A p p l y i n g  t h e  c o m p a r i s o n  l e m m a  i n  5 B . 2  t o  ( 2 . 2 . 1  I ) ,  o n e  o b t a i n s  
a n d  u s i n g  & l x ( t ) l <  W ( t )  5  & l x ( t ) l  
F r o m  ( 2 . 2 . 1 3 )  i t  c a n  b e  c o n c l u d e d  t h a t  a l l  s o l u t i o n s  o f  ( 2 . 2 . 8 )  a r e  U B ,  u n i f o r m l y  
u l t i m a t e l y  b o u n d e d  ( U U B )  a n d  c o n v e r g e  t o  a  b a l l  o f  r a d i u s  c 4 l l b l l r n / & c l .  C l e a r l y  i f  
b ( t )  =  0 ,  t h e n  t h e  o r i g i n  i s  g l o b a l l y  e x p o n e n t i a l l y  s t a b l e  ( G E S ) .  A l s o ,  a p p l y i n g  
L e m m a  B . 5  i n  5 B . 2  t o  t h e  i n t e g r a l  t e r m  i n  ( 2 . 2 . 1 3 ) ,  i t  c a n  b e  c o n c l u d e d  t h a t  i f  e i t h e r  
b  E  L l  ( % + ;  9 3 )  o r  b ( t )  +  0  a s  t  +  o ~  ,  t h a n  a l l  s o l u t i o n s  c o n v e r g e  t o  z e r o .  O f  p a r t i c u l a r  
i n t e r e s t  i s  t h e  c a s e  w h e r ' e  b  i s  T  - p e r i o d i c ,  i . e .  b ( t  +  T )  =  b ( t ) ,  ' d t  E  9 3 , .  I n  t h i s  c a s e  U U B  
i m p l i e s  t h a t  ( 2 . 2 . 8 )  h a s  a t  l e a s t  o n e  T  - p e r i o d i c  s o l u t i o n ,  w h i c h  i s  t o  s a y  t h a t  t h e r e  e x i s t s  
a t  l e a s t  o n e  p o i n t  x ,  E  9 Z 2  s u c h  t h a t  x ( T  +  t o  ; t o ,  x , )  =  x ,  .  I n  § D  i t  w i l l  b e  s h o w n  t h a t  
s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n s  f o r  t h e  p e r i o d i c  s o l u t i o n  t o  b e  G E S  a n d  h e n c e  u n i q u e  i s  t h a t  e i t h e r  
L  <  R ~  o r  t h a t  t h e r e  e x i s t s  a  T  - p e r i o d i c  s o l u t i o n  s u c h  t h a t  llx211m <  2 R K I L .  F r o m  
i n e q u a l i t y  ( 2 . 2 . 1 3 )  i t  c a n  b e  c o n c l u d e d  t h a t  a n y  p e r i o d i c  s o l u t i o n  m u s t  s a t i s f y  
I I x I I r n  5  c 4 l l b l l r n / & c ,  ,  S O  t h a t  t h e  f i n a l  c o n d i t i o n  w i l l  b e  s a t i s f i e d  i f  Ilbll, i s  s m a l l  
e n o u g h .  
2 . 3  T r e m o r  s u p p r e s s i o n  
A s  n o t e d  i n  5 1 ,  i t  h a s  b e e n  e s t a b l i s h e d  t h a t  b y  a p p l y i n g  f i x e d  l e v e l s  o f  v i s c o u s  d a m p i n g  
t o  t h e  e f f e c t e d  l i m b ,  t h e  t r e m o r  r e l a t e d  m o t i o n s  c a n  b e  s i g n i f i c a n t l y  r e d u c e d .  H o w e v e r ,  
a s  o n e  w o u l d  e x p e c t ,  a  c o n c u r r e n t  r e s i s t a n c e  t o  v o l u n t a r y  m o t i o n  a l s o  o c c u r s .  M o t i v a t e d  
b y  t h i s  r e s u l t  i t  w a s  s u g g e s t e d  t h a t  i f  a n  E R  d a m p e r  w e r e  a t t a c h e d  t o  t h e  l i m b  u s i n g  a  
s u i t a b l e  b r a c e / o r t h o s i s ,  t h e n  i t  m a y  b e  p o s s i b l e  t o  m o d u l a t e  t h e  d a m p i n g  i n  s u c h  a  w a y ,  
s o  a s  t o  r e d u c e  t h e  a m p l i t u d e  o f  t h e  t r e m o r  r e l a t e d  o s c i l l a t i o n s ,  w i t h  a  m i n i m a l  
d e g r a d a t i o n  o f  t h e  v o l u n t a r y  m o t i o n .  
I t  i s  w i d e l y  a c c e p t e d  t h a t  E R  d a m p e r s  f a l l  i n t o  t h e  c a t e g o r y  o f  p a s s i v e  c o n t r o l  d e v i c e s ,  
t o  q u o t e  [ 2 0 ] ,  " I t  i s  i m p o r t a n t  t o  n o t e  t h a t  i n  E R  a c t u a t o r s ,  o n l y  t h e  d i s s i p a t i o n  a n d  
p o s s i b l y  s o m e  s t o r a g e  o f  e n e r g y  i s  p o s s i b l e .  C o n s e q u e n t l y  t h e  t e r m  s e m i - a c t i v e  i s  o f t e n  
a p p l i e d  t o  E R  d e v i c e s  a l t h o u g h  t h e  t e r m  c o n t r o l l a b l e - p a s s i v e  i s  p r o b a b l y  m o r e  
d e s c r i p t i v e " .  F r o m  a n  e n e r g e t i c  v i e w p o i n t  a  p a s s i v e  s y s t e m  i s  u s u a l l y  d e f i n e d  a s  o n e  
w h i c h  c a n n o t  s t o r e  m o r e  e n e r g y  t h a n  i s  s u p p l i e d  e x t e r n a l l y ,  w i t h  t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  
t h e  s t o r e d  a n d  s u p p l i e d  e n e r g y ,  b e i n g  t h e  d i s s i p a t e d  e n e r g y .  T h i s  p r o p e r t y  i s  i m p o r t a n t  
a s  i t  i m p l i e s  t h a t  t h e  u s e  o f  a n  E R  d a m p e r  f o r  t r e m o r  s u p p r e s s i o n  i s  s a f e ,  i n  t h e  s e n s e  
t h a t  t h e  n e t  f l o w  o f  e n e r g y  m u s t  b e  i n  t h e  d i r e c t i o n  f r o m  t h e  u s e r  t o  t h e  d a m p e r .  
I n  o r d e r  t o  e x p l o r e  t h e  i m p l i c a t i o n s  o f  p a s s i v i t y  m o r e  c l o s e l y ,  a  m o r e  p r e c i s e  d e f i n i t i o n  
i s  r e q u i r e d .  C o n s i d e r  t h e  d y n a m i c a l  s y s t e m  w i t h  s t a t e x  E  9 Z n ,  i n p u t  u  E  % " '  a n d  o u t p u t  
y  E  9 Z m  
x  =  f  ( t ,  x ,  u )  
Y  =  c ( t ,  x ,  u ) ,  
a n d  f  ( t , O , O )  =  O , c ( t , O , O )  =  0  f o r  a l l  t  E  % + .  I t  i s  a s s u m e d  t h a t  f  i s  s u c h  t h a t  ( 3 . 1 )  h a s  a  
u n i q u e  s o l u t i o n ,  x ( t ;  t o ,  x o  ,  u )  .  T h e  f o l l o w i n g  d e f i n i t i o n  w i l l  s u f f i c e  f o r  t h e  p r e s e n t  
p u r p o s e s ,  t h e  r e a d e r  i s  r e f e r r e d  t o  [ 4 8 ]  a n d  r e f e r e n c e s  t h e r e i n  f o r  f u r t h e r  d e t a i l s .  
P a s s i v i t v  d e f i n i t i o n  T h e  s y s t e m  ( 2 . 3 . 1 )  i s  s a i d  t o  b e  p a s s i v e  i f  t h e r e  e x i s t s  a  p o s i t i v e  
d e f i n i t e  f u n c t i o n H  E  c ' ( % ~ ; % + )  ( c a l l e d  t h e  s t o r a g e  f u n c t i o n )  a n d  a  n o n n e g a t i v e ,  
i n t e g r a b l e  f i m c t i o n  @ ( t )  =  @ ( t ,  x ( t ) , u ( t ) )  ( c a l l e d  t h e  d i s s i p a t i o n  f u n c t i o n )  s u c h  t h a t  f o r  
a l l  u  E  C ( % + ; % n z ) ,  x ( t O )  E  3 "  a n d  t  2  t o  2  0  
H ( x ( t ) )  - H ( x ( t o ) !  +  j l @ ( s ) d s  t o  =  j t ( y ( s ) ,  o  u ( s ) ) d s ,  
s t o r e d  e n e r g y  - ,  
d i s s i p a t e d  s u p p l i e d  
o r  i n  d i f f e r e n t i a l  f o r m  
~ ( x ( t ) )  = - @ ( s )  +  ( ~ ( t ) ,  u ( t ) )  5  ( ~ ( t ) ,  u ( t ) ) .  
M o r e o v e r ,  d e p e n d i n g  o n  t h e  f o r m  o f  t h e  d i s s i p a t i o n  f u n c t i o n  ( 2 . 3 . 1 )  i s  s a i d  t o  b e  
l o s s l e s s  i f  @  -  0 ,  
i n p u t  s t r i c t l y  p a s s i v e  i f  @ ( t )  2  p ( u ( t ) )  f o r  s o m e  p o s i t i v e  d e f i n i t e  f u n c t i o n  
q : % m + % + ,  
o u t p u t  s t r i c t l y  p a s s i v e  i f  @ ( t )  2  p ( y ( t ) )  f o r  s o m e  p o s i t i v e  d e f i n i t e  f u n c t i o n  
q : 3 " '  + % + ,  
s t r i c t l y  p a s s i v e  i f  @ ( t )  2  p ( x ( t ) )  f o r  s o m e  p o s i t i v e  d e f i n i t e  f u n c t i o n  
p : ! R n  + % + ,  
t o  h a v e  f i n i t e  g a i n  i f  @ ( t )  2  k l y ( t ) 1 2  f o r  s o m e  c o n s t a n t  k  >  0  .  
P a s s i v e  s y s t e m s  a r e  o f t e n  r e f e r r e d  t o  a s  d e f i n i n g  a  p a s s i v e  m a p  f r o m  u  t o  y  ( u  H  y  ) .  
F o r  m e m o r y l e s s  s y s t e m s ,  t h a t  i s  w i t h  n o  s t a t e  s p a c e ,  t h e  a b o v e  d e f i n i t i o n  r e d u c e s  
t o y  =  c ( t ,  u )  a n d  ( y ,  u )  2  0  f o r  a l l  t  E  R +  .  I n  t h e  s c a l a r  c a s e  t h i s  i s  e q u i v a l e n t  t o  s a y i n g  
t h a t  t h e  g r a p h  o f  c ( t , . )  :  %  - +  %  l i e s  i n  t h e  f i r s t  a n d  t h i r d  q u a d r a n t s  f o r  a l l t  E  9 3 , .  
P a s s i v i t y  i s  a  r a t h e r  a b s t r a c t  c o n c e p t ,  h o w e v e r ,  f o r  p h y s i c a l  s y s t e m s  t h e  n a t u r a l  c h o i c e  
o f  s t o r a g e  f u n c t i o n  i s  t h e  s y s t e m ' s  e n e r g y .  I n  t h i s  c a s e  t h e  p r o d u c t  o f  t h e  i n p u t s  a n d  
o u t p u t s  w i l l  h a v e  t h e  u n i t s  o f  p o w e r ,  i . e .  f o r c e s  a n d  v e l o c i t i e s  f o r  m e c h a n i c a l  s y s t e m s .  
A n  e x t r e m e l y  u s e f u l  p r o p e r t y  o f  p a s s i v e  s y s t e m s  i s  t h a t  p a s s i v i t y  i s  p r e s e r v e d  u n d e r  
n e g a t i v e  f e e d b a c k  i n t e r c o n n e c t i o n ,  w i t h  t h e  s u m  o f  t h e  i n d i v i d u a l  s t o r a g e  f u n c t i o n s  
a c t i n g  a s  a  s t o r a g e  f u n c t i o n  f o r  t h e  c o n n e c t e d  s y s t e m .  
F o r  t h e  p u r p o s e s  o f  a n a l y s i s  t h e  s y s t e m  E x  ( 2 . 2 . 8 )  c a n  b e  v i e w e d  a s  a  f o r c e d  p e n d u l u m  
t y p e  s y s t e m  w i t h  u n i t  i n e r t i a ,  s o  t h a t  t h e  n a t u r a l  s t o r a g e  f u n c t i o n  i s  t h e  s y s t e m  e n e r g y  
1  
H x  ( x )  =  -  (x: +  K c ; ) +  %  h ( s ) d s  .  ( 2 . 3 . 5 )  
2  
T a k i n g  d e r i v a t i v e  o f  H ,  ( x )  a l o n g  t h e  t r a j e c t o r i e s  o f  C x  y i e l d s  
f i x  ( x )  =  - @  +  ( ~ 2 ,  b ( t )  +  w ) ) ,  
( 2 . 3 . 6 )  
w h i c h  w h e n  c o m p a r e d  w i t h  ( 2 . 3 . 3 )  s h o w s  t h a t  C x  w i t h  o u t p u t  y  =  x ,  ,  i s  p a s s i v e  w i t h  
f i n i t e  g a i n .  N o t e  t h a t  t a k i n g  t h e  L i a p u n o v  f u n c t i o n  ( 2 . 2 . 9 )  a s  s t o r a g e  f u n c t i o n ,  ( 2 . 2 . 1 0 )  
i m p l i e s  t h a t  E x  w i t h  o u t p u t  y  =  2 x 2  +  R x ,  i s  s t r i c t l y  p a s s i v e .  
N o w  c o n s i d e r  c o u p l i n g  a n  E R  d a m p e r  t o  t h e  f o r e a r m  v i a  a  r i g i d  b r a c e .  T h e  b r a c e  
c o n s i s t s  o f  t w o  c o m p o n e n t s  r i g i d l y  f i x e d  t o  t h e  u p p e r  a r m  a n d  f o r e a r m  r e s p e c t i v e l y .  
F o r  s i m p l i c i t y  t h e  d a m p e r  i s  a s s u m e d  t o  b e  o f  t h e  r o t a r y  c o u e t t e  t y p e ,  s i m i l a r  t o  
F i g . l . 4  ( a )  i n  5 1 . 2 .  I t  w i l l  c o n s i s t  o f  t w o  c o n c e n t r i c  c y l i n d e r s  w i t h  E R  f l u i d  f i l l i n g  t h e  
s m a l l  g a p  b e t w e e n  t h e m .  T h e  o u t e r  c y l i n d e r  ( c a s i n g )  i s  r i g i d l y  a t t a c h e d  t o  t h e  u p p e r - a r m  
c o m p o n e n t  o f  t h e  b r a c e  a n d  w i l l  n o t  a f f e c t  t h e  d y n a m i c s  o f  t h e  f o r e a r m .  T h e  i n n e r  
c y l i n d e r  ( r o t o r )  i s  a t t a c h e d  t o  t h e  f o r e a r m  c o m p o n e n t  o f  t h e  b r a c e ,  t h e  a x i s  o f  r o t a t i o n  
c o i n c i d i n g  w i t h  t h a t  o f  t h e  e l b o w .  T h e  r o t o r  i s  a s s u m e d  t o  b e  s y m m e t r i c  a b o u t  t h e  a x i s  
o f  r o t a t i o n ,  s o  t h a t  i t s  i n e r t i a  i s  i n d e p e n d e n t  o f  a n g l e  a n d  c a n  t h u s  b e  l u m p e d  i n  w i t h  t h e  
f o r e a r m ' s  i n e r t i a .  T h e  t w o  c y l i n d e r s  a l s o  a c t  a s  e l e c t r o d e s .  W h e n  a  v o l t a g e  i s  a p p l i e d  
a c r o s s  t h e m ,  a n  e l e c t r i c  f i e l d  w i l l  b u i l d  u p  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  c o u e t t e  f l o w ,  t h u s  
a c t i v a t i n g  t h e  E R  f l u i d .  W h e n  t h e  e l b o w  r o t a t e s  t h e  r o t o r  i s  f o r c e d  t o  r o t a t e  r e l a t i v e  t o  
t h e  c a s i n g ,  s h e a r i n g  t h e  f l u i d .  T h e  f l u i d s  r e s i s t a n c e  t o  s h e a r  i s  t r a n s m i t t e d  t h r o u g h  t h e  
r o t o r b r a c e  t o  t h e  e l b o w  i n  t h e  f o r m  o f  a  r e a c t i v e  t o r q u e ,  -  F ( t )  i n  ( 2 . 3 . 6 ) .  T h e  i d e a  i s  
t h a t  b y  i n c r e a s i n g  t h e  v o l t a g e ,  t h e  f l u i d ' s  r e s i s t a n c e  t o  s h e a r  i n c r e a s e s ,  h e n c e  i n c r e a s i n g  
t h e  e l b o w ' s  r e s i s t a n c e  t o  r o t a t i o n .  
T h e  m o s t  c o m m o n l y  u s e d  m o d e l  i s  E R  d e v i c e s  i n  t h e  B i n g h a m  p l a s t i c  m o d e l  ( s e e  
e q u a t i o n  ( 1 . 2 . 1 ) .  N e g l e c t i n g  t h e  l i n e a r  v i s c o u s  t e r m ,  i t  i s  b a s i c a l l y  a n  i d e a l ,  s c a l a r ,  
c o u l o m b  f r i c t i o n  m o d e l .  I n  t h i s  c a s e  t h e  r e a c t i v e  f o r c e  i s  g i v e n  b y  
-  F ( t )  E  r ( t ) S G N ( x 2 ) ,  w h e r e  r ( t )  =  F y ( t )  i s  a  n o n n e g a t i v e  c o n t r o l  v a r i a b l e  r e l a t e d  t o  
t h e  a p p l i e d  v o l t a g e  a n d  S G N ( x , )  i s  t h e  s e t  v a l u e d  s i g n u m  f u n c t i o n ,  g i v e n  i n  e q u a t i o n  
( 1 . 2 . 2 ) .  N o t e  t h a t  S G N ( x , )  a r i s e s  n a t u r a l l y  a s  t h e  s u b d i f f e r e n t i a l  o f  I x ,  I  ( s e e  5 3 . 2 ) .  I t  i s  
e a s i l y  s e e n  t h a t  t h i s  m o d e l  s a t i s f i e s  t h e  p a s s i v i t y  r e q u i r e m e n t  
s i n c e  r ( t ) S G N ( x 2 ) x 2  =  r ( t ) l x , l  2  0  .  T h e  c o u p l e d  s y s t e m  i s  d e f i n e d  b y  
U s i n g  t h e  p r o p e r t i e s  o f  t h e  h n c t i o n  S G N ( . )  i t  c a n  b e  s h o w n  t h a t  i f  b ( t )  a n d  r ( t )  a r e  
c o n t i n u o u s  a n d  b o u n d e d  f o r  a l l  t  2  0  a n d  i f  r ( t )  i s  a  n o n n e g a t i v e ,  t h e n  ( 2 . 3 . 7 )  h a s  a  
u n i q u e  s o l u t i o n  x  E  c o 3 1  ( % + ; s 2 )  f o r  e a c h  ( t , , x o )  E  % +  x  g 2 .  T h e  n e x t  q u e s t i o n  i s ,  
h o w  t o  c h o o s e  r ( t )  s o  a s  t o  a t t e n u a t e  t h e  e f f e c t  o f  b ( t )  o n  t h e  s o l u t i o n s  o f  ( 2 . 3 . 7 ) .  I n  
w h a t  f o l l o w s  i t  w i l l  a s s u m e d  t h a t  b ( t )  i s  a  n o n t r i v i a l  T  - p e r i o d i c  f u n c t i o n  t a k i n g  b o t h  
p o s i t i v e  a n d  n e g a t i v e  v a l u e s  o n  e a c h  i n t e r v a l  o f  l e n g t h  T  .  
T h e  d e r i v a t i v e  o f  H x  ( x )  a l o n g  t h e  t r a j e c t o r i e s  o f  ( 2 . 3 . 7 )  i s  
H ~ ( X )  =  - R x i  - r ( t ) l x , l +  b ( t ) x , ,  
5  - &  -  1x2 l ( r ( t )  -  l b ( t ) [ ) .  
F o r  t h e  p u r p o s e  o f  i l l u s t r a t i o n  i t  w i l l  b e  a s s u m e d  t h a t  b ( t )  i s  k n o w n ,  s o  s e t t i n g  
r ( t )  =  I b ( t ) l  g i v e s  
E i X  ( x )  I  - R X ; .  ( 2 . 3 . 9 )  
A p p l y i n g  T h e o r e m  B . 3  i n  5 B  t o  ( 2 . 3 9 ) ,  i t  c a n  b e  c o n c l u d e d  t h a t  a l l  s o l u t i o n s  o f  ( 2 . 3 . 7 )  
a r e  u n i f o r m l y  b o u n d e d .  I n e q u a l i t y  ( 2 . 3 . 9 )  c a n  b e  u s e d  t o  s h o w  t h a t  
x ,  E  L , ( % + ; % )  n  C O , l ( % + ; % ) ,  s o  t h a t  B a r b a l a t ' s  l e m m a  ( 5 B . 2  l e m m a  B . 3 )  c a n  b e  u s e d  
t o  i n f e r  t h a t  x ,  ( t )  4  0  a s  t  +  c o  .  B a s e d  o n  t h i s  a n d  t h e  f a c t  t h a t  ( 2 . 3 . 7 )  i s  a  T  - p e r i o d i c  
s y s t e m ,  i t  f o l l o w s  t h a t  t h e  p o s i t i v e  l i m i t  s e t  R ( x )  ( 5 B . 2  l e m m a  B . 2 )  i s  n o n e m p t y ,  
i n v a r i a n t  a n d  c o n t a i n e d  i n  t h e  l a r g e s t  i n v a r i a n t  s u b s e t  o f  E  =  E  Y I 2  (  X ,  =  0 ) .  S i n c e  
x ,  =  0  i m p l i e s  x ,  =  0 ,  a n y  s o l u t i o n  o f  ( 2 . 3 . 7 )  r e m a i n i n g  i d e n t i c a l l y  i n  E  m u s t  s a t i s @  
x ,  =  a ,  f o r  s o m e  c o n s t a n t  a  a n d  f r o m  e q u a t i o n  ( 2 . 3 . 7 )  K a +  h ( a )  E  b ( t )  +  I b ( t ) l [ - l , l ]  f o r  
a l l  t  2  0 .  B u t  b y  a s s u m p t i o n ,  b ( t )  t a k e s  b o t h  p o s i t i v e  a n d  n e g a t i v e  v a l u e s ,  s o  t h e r e  
e x i s t s  a  t  E  [ 0 ,  T I  s u c h  t h a t  b ( t )  =  0  a n d  h e n c e  K a  +  h ( a )  =  0 ,  i m p l y i n g  a  =  0  .  I t  f o l l o w s  
t h a t  n o  s o l u t i o n  c a n  r e m a i n  i n  E  o t h e r  t h a t  t h e  z e r o  s o l u t i o n ,  t h u s  i m p l y i n g  O ( x )  =  0  
a n d  g l o b a l  a s y m p t o t i c  s t a b i l i t y  f o l l o w s .  
T h i s  i s  a  n i c e  r e s u l t ,  u n f o r t u n a t e l y  i t  r e l i e s  o n  t h e  s e t  v a l u e d  n a t u r e  o f  t h e  i d e a l i s e d  
B i n g h a m  p l a s t i c  m o d e l  a t  x 2  =  0 .  I n  o t h e r  w o r d s ,  w h e n  x ,  =  0  t h e  d a m p e r  f o r c e  c a n  
t a k e  a n y  v a l u e  i n  t h e  s e t  i b ( t ) l [ - 1 , 1 ] .  F i g  2 . 2  c o m p a r e s  t h e  f o r c e  v e l o c i t y  p l o t s  f o r  t h e  
i d e a l i z e d  B i n g h a m  p l a s t i c  m o d e l  a n d  e x p e r i m e n t a l  f o r c e - v e l o c i t y  c y c l e s  f o r  a n  E R  
d a m p e r  s u b j e c t  t o  s i n u s o i d a l  d i s p l a c e m e n t s  w i t h  f r e q u e n c i e s  0 . 2 5  H z  a n d  1 . 0  H z  
r e s p e c t i v e l y  a n d  v a r i o u s  l e v e l s  o f  t h e  e l e c t r i c  f i e l d  ( t a k e n  f r o m  [ 2 8 ] ) .  C l e a r l y ,  f o r  e a c h  
l e v e l  o f  t h e  e l e c t r i c  f i e l d ,  t h e  d a m p e r  r e s p o n s e  i s  n o t  s e t  v a l u e d  a t  x ,  =  0 .  R a t h e r ,  i t  c a n  
t a k e  o n e  o f  t w o  d i s t i n c t  v a l u e s ,  d e p e n d i n g  o n  t h e  d i s p l a c e m e n t  h i s t o r y .  T h i s  c o m b i n e d  
w i t h  t h e  f r e q u e n c y  d e p e n d e n c y  o f  t h e  h y s t e r e s i s  l o o p s ,  t h i s  i n d i c a t e s  t h a t  s o m e  f o r m  o f  
d y n a m i c  m o d e l  i s  r e q u i r e d .  N o t e  t h a t  t h e  f o r c e  v e l o c i t y  h y s t e r e s i s  l o o p s  a r e  t r a v e r s e d  i n  
a n  a n t i c l o c k w i s e  d i r e c t i o n .  
F i g  2 . 2  ( a )  s h o w s  t h e  f o r c e  v e l o c i t y  r e l a t i o n  f o r  t h e  i d e a l i z e d  B i n g h a m  p l a s t i c  m o d e l ,  w h i l e  ( b )  a n d  
( c )  s h o w  e x p e r i m e n t a l  f o r c e  v e l o c i t y  c y c l e s  f o r  a n  E R  d a m p e r  s u b j e c t  t o  s i n u s o i d a l  d i s p l a c e m e n t s  
w i t h  f r e q u e n c i e s  0 . 2 5  H z  a n d  1 . 0  H z  r e s p e c t i v e l y  a n d  f o r  v a r i o u s  l e v e l s  o f  t h e  e l e c t r i c  f i e l d  E .  
( t a k e n  f r o m  [ 2 8 ] )  
C o n s i d e r  n o w  t h e  c a s e  w h e r e  t h e  d a m p e r  r e s p o n s e  
i s  m o d e l l e d  u s i n g  a  s c a l a r  
d i f f e r e n t i a l  i n c l u s i o n  
C Z  {  i  E  G ( r ( t ) ,  z ,  ~ 2 )  
( 2 . 3 . 1 0 )  
w i t h  F  =  - z  i n  ( 2 . 2 . 8 )  a n d  w h e r e  r ( t )  i s  a  n o n n e g a t i v e  c o n t r o l  v a r i a b l e  r e l a t e d  t o  t h e  
a p p l i e d  v o l t a g e .  I t  i s  a s s u m e d  t h a t  t h e  s e t  v a l u e d  m a p  G  s a t i s f i e s  G ( r , O , O )  =  0 , V r  E  '93, 
a n d  i s  s u c h  t h a t  i f  x ,  E  c O , ' ( % + ; % )  a n d  r  E  c 0 , ' ( % + ; % + ) t h e n  ( 2 . 3 . 1 0 )  h a s  a  u n i q u e  
s o l u t i o n  z  E  c O , '  ( % + ; % )  .  T h e  c o u p l e d  s y s t e m  i s  n o w  g i v e n  b y  
x ,  =  X 2  
X ,  =  - R x ,  -  $ 3 ,  -  h ( x 1 )  -  z  +  b ( t )  ( 2 . 3 . 1  1 )  
z  =  G ( r ( t ) ,  z ,  x , )  
B a s e d  o n  t h e  d e f i n i t i o n  o f  p a s s i v i t y  a n d  t h e  d i s c u s s i o n  p r e c e d i n g  i t ,  i t  s e e m s  r e a s o n a b l e  
t o  e x p e c t  t h a t  C ,  w o u l d  d e f i n e  a  p a s s i v e  m a p  f r o m  x ,  t o  z  ,  t h a t  i s  
G Z  ( z )  =  - @ ( r ( t ) ,  z )  +  z x 2  I  z x , ,  ( 2 . 3 . 1 2 )  
w h e r e  t h e  p o s i t i v e  d e f i n i t e  f u n c t i o n  H z  r e p r e s e n t s  t h e  s t o r e d  e n e r g y  a n d  t h e  
n o n n e g a t i v e  f u n c t i o n  @ ( r ( t ) ,  z )  (  d i s s i p a t i o n  f u n c t i o n )  i s  t h e  r a t e  a t  w h i c h  C z  d i s s i p a t e s  
e n e r g y  a l o n g  a  g i v e n  t r a j e c t o r y .  U n f o r t u n a t e l y  m a n y  o f  t h e  d y n a m i c  m o d e l s  w h i c h  h a v e  
b e e n  d e v i s e d  f o r  E R  d a m p e r s  d o  n o t  d e f i n e  a  p a s s i v e  m a p  f r o m  x 2  t o  z  ,  m a k i n g  u s e f u l  
a n a l y s i s  a n d  c o n t r o l  d e s i g n  v e r y  d i f f i c u l t  .  
A s s u m i n g  t h a t  C ,  i s  a  p a s s i v e  s y s t e m  t h e n  i n t e g r a t i n g  ( 2 . 3 . 1  1 )  a n d  r e a r r a n g i n g  y i e l d s  
w h i c h  s i m p l y  s a y s  t h a t  t h e  m a x i m u m  a m o u n t  o f  e n e r g y  w h i c h  c a n  b e  e x t r a c t e d  f r o m  
C Z  i s  f i n i t e ,  t h u s  e n s u r i n g  t h e  s a f e t y  o f  t h e  u s e r .  C o m b i n i n g  ( 2 . 3 . 6 )  a n d  ( 2 . 3 . 1 2 )  y i e l d s  
t h e  p o w e r  b a l a n c e  ( n o t e  t h a t  a b  5  ~ a ~ / 2  +  b 2 / 2 R  )  
w h e r e  H ( x ,  z )  =  H ,  ( x )  +  H z  ( z )  ,  i m p l y i n g  t h a t  t h e  c o u p l e d  s y s t e m  w i t h  o u t p u t  x ,  ,  i s  
p a s s i v e  w i t h  f i n i t e  g a i n .  U n l i k e  t h e  B i n g h a m  p l a s t i c  m o d e l ,  t h e  p a s s i v i t y  o f  ( 2 . 3 . 1 0 )  
i m p l i e s  t h a t  x  =  0  c a n  n o t  b e  r e n d e r e d  G A S  b y  s u i t a b l e  c h o i c e  o f  c o n t r o l  r ( t )  .  T o  s e e  
t h i s  n o t e  t h a t  f o r  x  =  0  t o  b e  a  ( p a r t i a l )  e q u i l i b r i u m  f o r  ( 2 . 3 . 1  1 )  w o u l d  r e q u i r e  t h a t  
f o r x ,  =  0 ,  t h e r e  e x i s t  a  c o n t r o l r ( t )  s u c h  t h a t  ( 2 . 3 . 1 0 )  h a s  a  n o n t r i v i a l  p e r i o d i c  s o l u t i o n  
z ( t )  =  b ( t ) ,  V t  2  0  .  S i n c e  b ( t )  t a k e s  b o t h  p o s i t i v e  a n d  n e g a t i v e  v a l u e s ,  s o  m u s t  z ( t )  ,  
i m p l y i n g  t h e  e x i s t e n c e  o f  a  t i m e  z  E  [ O , T )  s u c h  t h a t  z ( z )  =  0 .  S e t t i n g  x 2  =  0  i n  ( 2 . 3 . 1 2 )  
g i v e s  H z  ( z ( t ) )  5  0 ,  i m p l y i n g  t h a t  t h e  s t o r e d  e n e r g y  H z  i s  n o n i n c r e a s i n g  a l o n g  t h i s  
s o l u t i o n .  S i n c e  H z  i s  p o s i t i v e  d e f i n i t e  a n d  n o n i n c r e a s i n g ,  i f  H Z ( z ( r ) )  =  0  t h e n  
H Z ( z ( t ) )  =  0  f o r  a l l  t  2  z  .  B u t  t h i s  i m p l i e s  t h a t  z ( t )  =  0  f o r  V t  2  z  ,  c o n t r a d i c t i n g  t h e  
a s s u m p t i o n  z ( t )  =  b ( t ) , V t  2  0 .  S o  w h a t  c a n  b e  a c h i e v e d  ? .  
A s s u m e  f o r  t h e  m o m e n t  t h a t  b o t h  r ( t )  a n d  b ( t )  a r e  T  - p e r i o d i c  a n d  t h a t  ( 2 . 3 . 1  1 )  h a s  a t  
l e a s t  o n e  T  - p e r i o d i c  s o l u t i o n ,  s a y  ( i ( t ) ,  2 ( t ) )  .  I n t e g r a t i n g  ( 2 . 3 . 1 4 )  a l o n g  t h i s  T  - p e r i o d i c  
s o l u t i o n  a n d  u s i n g  H ( i ( t  +  T ) ,  2 ( t  +  T ) )  =  H ( i ( t ) ,  2 ( t ) )  f o r  a l l  t  2  0  ,  y i e l d s  ( n e e d  o n l y  
c o n s i d e r  t h e  i n t e r v a l  [ 0 ,  T I  d u e  t o  p e r i o d i c i t y  )  
I t  f o l l o w s  t h a t  i f  r ( t )  c o u l d  b e  c h o s e n  s o  a s  t o  m a x i m i s e  ( i n  s o m e  s e n s e )  t h e  e n e r g y  
d i s s i p a t e d  b y  C , ,  o v e r  t h e  i n t e r v a l  [ O , T ]  ,  t h i s  w o u l d  r e d u c e  t h e  u p p e r  b o u n d  o n  t h e  
L ,  n o r m  o f  2 ,  o v e r  [ O , T ]  .  N o t e  t h a t  t h i s  i s  e q u i v a l e n t  t o  r e d u c i n g  t h e  b o u n d  o n  t h e  
a v e r a g e d  k i n e t i c  e n e r g y  f o r  a n y  T  - p e r i o d i c  s o l u t i o n  o f  ( 2 . 3 . 1  1 ) .  F u r t h e r m o r e ,  u s i n g  t h e  
i d e n t i t y  3 ,  =  2 2  a n d  a p p l y i n g  H o l d e r ' s  i n e q u a l i t y  ( a A . 1 )  t o  t h e  l e f t  h a n d  s i d e  o f  ( 2 . 3 . 1 5 )  
g i v e s  
w h e r e  o s c , i ,  =  m a x  2 ,  ( t )  -  m i n  J Z ,  ( t )  >  0  i s  t h e  o s c i l l a t i o n  o f  t h e  p e r i o d i c  f u n c t i o n  2 ,  .  
r € [ O , T I  r c [ O , T l  
I t  f o l l o w s  t h a t  m a x i m i s i n g  t h e  e n e r g y  d i s s i p a t e d  b y  C, w o u l d  a l s o  r e d u c e  t h e  u p p e r  
b o u n d  o n  t h e  o s c i l l a t i o n  o f  t h e  p e r i o d i c  m o t i o n  2 ,  .  O f  c o u r s e ,  f o r  t h i s  r e s u l t  t o  b e  u s e f u l  
i t  w o u l d  h a v e  t o  b e  s h o w n  t h a t  a l l  s o l u t i o n s  o f  ( 2 . 3 . 1 3 )  c o n v e r g e  t o  a  T  - p e r i o d i c  
s o l u t i o n .  T h i s  w o u l d  i n  t u r n ,  r e q u i r e  t h a t  t h e  d a m p e r  m o d e l  b e  w e l l  b e h a v e d  a n d  
a m e n a b l e  t o  a n a l y s i s .  
R e c a l l  t h a t  t h e  o r i g i n a l  o b j e c t i v e  w a s  t o  a n a l y s e  t h e  f e a s i b i l i t y  o f  u s i n g  a n  E R  d a m p e r  t o  
a t t e n u a t e  t h e  t r e m o r  r e l a t e d  m o t i o n s  o f  t h e  l i m b ,  w i t h  a  m i n i m a l  d e g r a d a t i o n  o f  t h e  
i n t e n t i o n a l  m o t i o n .  A l s o ,  i n  S e c t i o n . 2  i t  w a s  s t a t e d  t h a t  f o r  e a c h  T  - p e r i o d i c  t r e m o r  
b ( t )  ,  t h e  u n d a m p e d  ( i n  t h e  E R  s e n s e )  a r m  m o d e l  h a d  a  G E S  T  - p e r i o d i c  s o l u t i o n .  B a s e d  
o n  t h i s  a n d  i n e q u a l i t i e s  ( 2 . 3 . 1 5 )  a n d  ( 2 . 3 . 1 6 ) ,  a  s u i t a b l e  s t a r t i n g  p o i n t  w o u l d  b e  t o  
a t t e m p t  t o  d e v i s e  a  c o n t r o l  s t r a t e g y  f o r  r ( t ) w h i c h  w o u l d  e n s u r e  t h a t  f o r  e a c h  T  -  
p e r i o d i c  t r e m o r  b ( t )  ,  ( 2 . 3 . 1  1 )  h a s  a  G E S  T  - p e r i o d i c  s o l u t i o n ,  w h o s e  o s c i l l a t i o n  i s  
s m a l l e r  t h a n  t h a t  f o r  t h e  u n d a m p e d  s o l u t i o n  ( i n  t h e  E R  s e n s e ) .  
F u r t h e r m o r e ,  t h e  r a t e  o f  c o n v e r g e n c e  t o  t h e  d a m p e d  T  - p e r i o d i c  s o l u t i o n  s h o u l d  n o t  b e  
l e s s  t h a n  t h e  r a t e  o f  c o n v e r g e n c e  t o  t h e  u n d a m p e d  T  - p e r i o d i c  s o l u t i o n  ( m i n i m a l  
d e g r a d a t i o n  o f  t h e  i n t e n t i o n a l  m o t i o n ) .  I n  o r d e r  t o  a t t e m p t  t h i s ,  a  d a m p e r  m o d e l  w i l l  
n e e d  t o  b e  d e r i v e d ,  w h i c h  c a p t u r e s  t h e  d o m i n a n t  b e h a v i o u r  o f  E R  f l u i d  d a m p e r s ,  i s  w e l l  
b e h a v e d  a n d  a m e n a b l e  t o  a n a l y s i s .  
I n  $ 3 ,  t h e r m o m e c h a n i c a l  p r i n c i p l e s  a n d  a  b i t  o f  c o n v e x  a n a l y s i s  a r e  u s e d  t o  d e v e l o p  
s o m e  s i m p l e ,  p h y s i c a l l y  i n t u i t i v e  d a m p e r  m o d e l s ,  w h i c h  a r e  w e l l  s u i t e d  f o r  a n a l y s i s  a n d  
d e s i g n .  I n  $ 4 ,  t h e  s i m p l e s t  o f  t h e s e  d a m p e r  m o d e l s  i s  t h e n  c o u p l e d  t o  t h e  a r m  m o d e l  
( C , )  a n d  t h e  q u a l i t a t i v e  b e h a v i o u r  o f  t h e  s y s t e m  i s  a n a l y s e d  u s i n g  L i a p u n o v  t y p e  
t e c h n i q u e s .  $ D  i n v e s t i g a t e s  c o n d i t i o n s  o n  r ( t ) ,  w h i c h  w i l l  e n s u r e  t h e  e x i s t e n c e  a n d  
e x p o n e n t i a l  s t a b i l i t y  o f  p e r i o d i c  s o l u t i o n s .  A  r e s u l t  o f  t h i s  a n a l y s i s  i s  t h e  d e v e l o p m e n t  
o f  s o m e  n o v e l  c o n t r o l  s t r a t e g i e s .  F i n a l l y  i n  $ 5 ,  t h e  f e a s i b i l i t y  o f  u s i n g  t h e s e  c o n t r o l  
s t r a t e g i e s  t o  a c h i e v e  t h e  c o n t r o l  o b j e c t i v e s ,  w i l l  b e  i n v e s t i g a t e d  b o t h  t h e o r e t i c a l l y  a n d  
n u m e r i c a l l y .  
C h a p t e r  3  
P h e n o m e n o l o g i c a l  m o d e l l i n g  o f  
E R  f l u i d s  i n  s h e a r  
T h e  p u r p o s e  o f  t h i s  c h a p t e r  i s  t o  d e m o n s t r a t e  t h a t  t h e  w e l l  k n o w n  m e t h o d  o f  
" t h e r m o m e c h a n i c s  w i t h  i n t e r n a l  v a r i a b l e s "  i s  w e l l  s u i t e d  t o  d e v e l o p i n g  
p h e n o m e n o l o g i c a l  m o d e l s  f o r  E R  f l u i d  d a m p e r s .  T h e  c h a p t e r  b e g i n s  w i t h  a  r e v i e w  o f  
E R  f l u i d s  a n d  s o m e  o f  t h e  p h y s i c s - b a s e d  m i c r o m e c h a n i c a l  m o d e l s  w h i c h  h a v e  b e e n  
d e v e l o p e d .  A  s i m p l i f i e d  v e r s i o n  o f  
" t h e r m o m e c h a n i c s  w i t h  i n t e r n a l  v a r i a b l e s "  i s  t h e n  
p r e s e n t e d  a l o n g  w i t h  a n  i n t u i t i v e  m o d e l  f o r  t h e  i n e l a s t i c  b e h a v i o u r  o f  E R  f l u i d s .  T h e  
t h e o r y  i s  t h e n  u s e d  t o  r e f o r m u l a t e  s o m e  o f  t h e  m o d e l s  f o r  E R  d a m p e r s  w h i c h  h a v e  
a p p e a r e d  i n  t h e  l i t e r a t u r e .  
3 . 1  I n t r o d u c t i o n  t o  E R  f l u i d s  
A s  e a r l y  a s  t h e  1 9 4 0 ' s  a n  e x p e r i m e n t a l i s t  n a m e d  W i n s l o w  n o t i c e d  t h a t  w h e n  a  
s u s p e n s i o n  o f  d i e l e c t r i c  p a r t i c l e s  i n  o i l  w a s  p l a c e d  b e t w e e n  t w o  e l e c t r o d e s  a n d  s u b j e c t e d  
t o  a n  e l e c t r i c  f i e l d ,  t h e  p a r t i c l e s  r a p i d l y  a g g r e g a t e d  i n t o  f i b r o u s  c h a i n s  r u n n i n g  p a r a l l e l  
t o  t h e  f i e l d  ( s e e  F i g  3 . 1 ) .  A n  e v e n  g r e a t e r  s u r p r i s e  w a s  t h a t  t h i s  c h a n g e  i n  s t r u c t u r e  
r e s u l t e d  i n  a n  e q u a l l y  d r a m a t i c  c h a n g e  i n  t h e  f l u i d ' s  r e s i s t a n c e  t o  s h e a r  f l o w  
( p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  f i e l d )  a n d  w h i c h  d i s a p p e a r e d  a s  s o o n  a s  t h e  f i e l d  w a s  r e m o v e d .  
F u r t h e r  w o r k  s h o w e d  t h a t  t h i s  c o n t r o l l a b l e  r e s i s t a n c e  w a s  m o r e  a k i n  t o  t h e  y i e l d  s t r e s s  
a s s o c i a t e d  w i t h  c o u l o m b  f r i c t i o n  t h a n  w i t h  s t a n d a r d  N e w t o n i a n  v i s c o s i t y .  A w a r e  o f  t h e  
p o t e n t i a l  f o r  s u c h  a  f l u i d ,  W i n s l o w  r a p i d l y  o b t a i n e d  p a t e n t s  f o r  a l l  m a n n e r  o f  
e l e c t r o m e c h a n i c a l  d e v i c e s  i n c l u d i n g  c o n t r o l l a b l e  d a m p e r s ,  c l u t c h e s  a n d  b r a k e s  [ 4 9 ]  [ 5 0 ] .  
D e s p i t e  t h e i r  a p p a r e n t  p r o m i s e ,  t h e  e a r l y  E R  f l u i d s  w e r e  h i g h l y  c r i t i c i s e d  d u e  t o  
p r o b l e m s  w i t h  t h e r m a l  b r e a k d o w n ,  p a r t i c l e  s e t t l i n g  a n d  a b r a s i v e n e s s .  S i n c e  t h e n  t h e  E R  
e f f e c t  h a s  b e e n  o b s e r v e d  f o r  n u m e r o u s  c o m b i n a t i o n s  o f  p a r t i c l e s  a n d  f l u i d  i n c l u d i n g  
c o r n s t a r c h ,  s i l i c a ,  a l u m i n a ,  f l o u r  a n d  s e m i c o n d u c t o r s  i n  a  h y d r o p h o b i c  l i q u i d  s u c h  a s  
s i l i c o n e  o r  c o r n  o i l  ( a n d  e v e n  m o l t e n  c h o c o l a t e )  [ 5 2 ] [ 5 3 ] .  
F i g  3 . 1  E l e c t r o r h e o l o g i c a l  b e h a v i o u r  o f  P M A  p a r t i c l e s  d i s p e r s e d  i n  s i l i c o n e  o i l .  
T a k e n  f r o m  [ 5 1 ] .  
T y p i c a l l y  E R  f l u i d s  c o n s i s t  o f  1 - 1 0 0 p m  p o l a r i s a b l e  p a r t i c l e s  w i t h  v o l u m e  f r a c t i o n s  o f  
p a r t i c l e s  t o  f l u i d  r a n g i n g  f r o m  0 . 0 5  t o  0 . 5 0 .  T h a t  s a i d ,  v e r y  f e w  c o m b i n a t i o n s  h a v e  t h e  
p r o p e r t i e s  r e q u i r e d  o f  a  c o m m e r c i a l l y  v i a b l e  p r o d u c t .  I t  i s  o n l y  i n  t h e  l a s t  t w o  d e c a d e s  
o r  s o  t h a t  t h e  a b o v e  m e n t i o n e d  p r o b l e m s  h a v e  b e e n  o v e r c o m e  ( t o  s o m e  e x t e n t  a t  l e a s t ) ,  
s p a r k i n g  a  r e n e w e d  i n t e r e s t  i n  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  s e m i - a c t i v e  d a m p e r s  a n d  f o r c e  
t r a n s f e r  d e v i c e s .  A p p l i c a t i o n s  w h i c h  h a v e  b e e n  i n v e s t i g a t e d  i n c l u d e  a u t o m o t i v e  
s u s p e n s i o n s ,  v i b r a t i o n  c o n t r o l ,  h a p t i c  i n t e r f a c e s  a n d  l a r g e  s c a l e  d a m p e r s  f o r  t h e  s e i s m i c  
p r o t e c t i o n  o f  m u l t i - s t o r e y  b u i l d i n g s ,  [ 2 0 ]  [ 5 4 ]  [ 5 5 ] .  S t r a n g e l y  e n o u g h ,  n o n e  o f  t h e s e  h a v e  
m a d e  t h e  t r a n s i t i o n  f r o m  l a b o r a t o r y  c u r i o s i t y  t o  s u p e r m a r k e t  s h e l f .  
T h e  s h e a r  s t r e s s ,  o ,  i n  a  s h e a r e d  E R  f l u i d  ( o r  d e v i c e )  i s  u s u a l l y  m o d e l l e d  u s i n g  t h e  
B i n g h a m  p l a s t i c  m o d e l  ( c o m p a r e  w i t h  e q u a t i o n  ( 1 . 1 . 1 ) )  
o  =  o ,  s g n ( i )  +  r v e  f o r  e  #  0 ,  
o  E  o y [ - l , l ]  f o r  i  =  0 ,  
w h e r e  q v  i s  t h e  p l a s t i c  v i s c o s i t y ,  e  i s  t h e  s h e a r  r a t e  a n d  o y  i s  t h e  B i n g h a m  o r  d y n a m i c  
y i e l d  s t r e s s .  T h e  y i e l d  s t r e s s  i s  a s s u m e d  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  s q u a r e  o f  t h e  a p p l i e d  e l e c t r i c  
f i e l d ,  w h i l e  r v  i s  g e n e r a l l y  t a k e n  t o  b e  f i e l d  i n d e p e n d e n t .  I n  e q u a t i o n  ( 3 . 1 . 1 ) ,  o y  i s  
i n t e r p r e t e d  a s  t h e  d y n a m i c  y i e l d  s t r e s s ,  w h i l e  t h e  s t a t i c  y i e l d  s t r e s s  i s  d e f i n e d  a s  t h e  
m i n i m u m  s h e a r  s t r e s s  r e q u i r e d  t o  p r o d u c e  c o n t i n u o u s  s h e a r i n g  f l o w  i n  a n  o r i g i n a l l y  
s t a t i c  s a m p l e  o f  a c t i v a t e d  f l u i d .  I n  g e n e r a l  t h e s e  t w o  d e f i n i t i o n s  a r e  n o t  e q u i v a l e n t ,  
t h o u g h  c l o s e l y  r e l a t e d  [ 2 1 ] ,  T h a t  t h e  m a t e r i a l  i s  c a p a b l e  o f  s u p p o r t i n g  a  s t r e s s  i n  t h e  
a b s e n c e  o f  f l o w  w o u l d  s u g g e s t  t h e  d e f i n i t i o n  o f  a  s o l i d  r a t h e r  t h a n  a  f l u i d .  F o r  e x a m p l e ,  
t h e  s i m p l e s t  e x p e r i m e n t  t h a t  c a n  b e  p e r f o r m e d  w i t h  a n  E R  f l u i d  i s  t o  d i p  t w o  e l e c t r o d e s  
i n t o  a  s a m p l e ,  s w i t c h  o n  t h e  e l e c t r i c  f i e l d  a n d  t h e n  r e m o v e  t h e  e l e c t r o d e s .  T h e  E R  f l u i d  
b e t w e e n  t h e  e l e c t r o d e s  w i l l  b e  s o l i d i f i e d  a n d  w i l l  r e m a i n  s t a t i o n a r y  u n t i l  t h e  f i e l d  i s  
r e m o v e d .  T h u s  i m p l y i n g  t h a t  t h e  a c t i v a t e d  f l u i d  i s  c a p a b l e  o f  s u p p o r t i n g  s e l f  w e i g h t  i n  
t h e  a b s e n c e  o f  f l o w .  
F o r  E R  f l u i d s  t o  b e c o m e  a  t r u l y  a t t r a c t i v e  a l t e r n a t i v e  t o  m o r e  c o n v e n t i o n a l  t e c h n o l o g i e s ,  
t h e  f l u i d  n e e d s  t o  d i s p l a y  r a p i d  r e s p o n s e  t i m e s  ( t r a n s f o r m a t i o n  f r o m  l i q u i d  t o  s e m i -  
s o l i d )  a n d  a c h i e v e  a  l a r g e  y i e l d  s t r e s s  w i t h  a  m i n i m u m  o f  e l e c t r i c  p o w e r  c o n s u m p t i o n .  
A t  p r e s e n t  c o m m e r c i a l l y  a v a i l a b l e  E R  f l u i d s  a r e  t y p i c a l l y  d e s i g n e d  t o  o b t a i n  a  
m a x i m u m  d y n a m i c  y i e l d  s t r e s s  o f  a b o u t  4 - 5  k P a  a t  4 k V l m m  [ 5 7 ] ,  w i t h  t y p i c a l  
a c t i v a t i o n  t i m e  s c a l e s  i n  t h e  o r d e r  o f  1 - 5 0 m s .  A l t h o u g h  t h e  e l e c t r i c  f i e l d  r e q u i r e d  m a y  i s  
v e r y  h i g h ,  E R  f l u i d s  u s u a l l y  m a i n t a i n  a  c u r r e n t  d e n s i t y  o f  a b o u t  1 0 ~ ~ l c m ~  ( o f  e l e c t r o d e  
s u r f a c e  a r e a )  f o r  a p p l i e d  e l e c t r i c  f i e l d  o f  4 k V l m m  a t  r o o m  t e m p e r a t u r e .  A s  a  r e s u l t  t h e  
p o w e r  c o n s u m p t i o n  i s  s t i l l  e x t r e m e l y  l o w .  W h i l e ~ ~ c o u l d  t h e o r e t i c a l l y  b e  m a d e  
e x t r e m e l y  l a r g e  b y  f u r t h e r  i n c r e a s i n g  t h e  e l e c t r i c  f i e l d ,  a l l  E R  f l u i d s  a r e  s l i g h t l y  
c o n d u c t i v e  a n d  t o o  h i g h  a n  e l e c t r i c  f i e l d  w i l l  e i t h e r  r e s u l t  i n  l a r g e  e n e r g y  d i s s i p a t i o n  
( d u e  t o  c u r r e n t )  c a u s i n g  t h e  f l u i d  t o  o v e r  h e a t ,  o r  t h e  f l u i d  w i l l  s i m p l y  b r e a k  d o w n  
r e s u l t i n g  i n  a r c i n g  b e t w e e n  t h e  e l e c t r o d e s .  
I n  t h e  d e s i g n  o f  a n y  r e h a b i l i t a t i o n  d e v i c e  o r  t e c h i l o l o g i c a l  a i d ,  t h e  s a f e t y  o f  t h e  u s e r  
s h o u l d  b e  g i v e n  t h e  h i g h e s t  p r i o r i t y .  T h e  m a i n  c o n c e r n  w h e n  d e s i g n i n g  E R  f l u i d  
d a m p e r s ,  w h i c h  a r e  t o  i n t e r a c t  w i t h  p e o p l e ,  i s  t h e  n e e d  f o r  h i g h  v o l t a g e s  t o  d e v e l o p  t h e  
r e q u i r e d  d a m p i n g  f o r c e s .  F o r  t h i s  r e a s o n ,  e x t r e m e  c a r e  s h o u l d  b e  t a k e n  s o  a s  t o  e n s u r e  
t h e  d e v i c e  i t s e l f  i s  w e l l  i n s u l a t e d  a n d  t h a t  t h e  p o w e r  s u p p l y  h a s  s u f f i c i e n t  s a f e t y  
f e a t u r e s .  F u r t h e r m o r e ,  i n  t h e  d e s i g n  p r o c e s s  e v e r y  e f f o r t  s h o u l d  b e  m a d e  t o  r e d u c e  t h e  
c u r r e n t  c o n s u m p t i o n  a t  m a x i m u m  v o l t a g e ,  w h i c h  w i l l  r e d u c e  t h e  m a x i m u m  p o w e r  
r e q u i r e m e n t  a n d  t h e r e f o r e  t h e  r i s k  o f  i n j u r y .  
A t  a b o u t  t h e  s a m e  t i m e  t h a t  E R  f l u i d s  w e r e  d i s c o v e r e d ,  t h e i r  m a g n e t i c  a n a l o g u e  c a l l e d  
M a g n e t o r h e o l o g i c a l  ( M R )  f l u i d  w a s  a l s o  d i s c o v e r e d .  W h i l e  M R  f l u i d s  e x h i b i t  m u c h  t h e  
s a m e  b e h a v i o u r  a s  E R  f l u i d s  u n d e r  t h e  i n f l u e n c e  o f  a  m a g n e t i c  f i e l d ,  t h e r e  a r e  s o m e  
i m p o r t a n t  d i f f e r e n c e s .  A t  p r e s e n t  c o m m e r c i a l l y  a v a i l a b l e  M R  f l u i d s  o f f e r  a  m a x i m u m  
c o n t r o l l a b l e  y i e l d  s t r e s s  a n  o r d e r  o f  m a g n i t u d e  g r e a t e r  t h a n  t h a t  a t t a i n a b l e  w i t h  E R  
f l u i d s  a n d  r e m a i n  s t a b l e  o v e r  a  w i d e r  r a n g e  o f  t e m p e r a t u r e s .  F o r  t h i s  r e a s o n  M R  f l u i d s  
h a v e  t a k e n  o v e r  a s  t h e  c o n t r o l l a b l e  f l u i d  o f  c h o i c e  f o r  e x p e r i m e n t a l i s t s  a n d  d e v e l o p e r s  
[ 2 2 ] [ 2 3 ] [ 2 4 ] .  F o r  e x a m p l e  s e v e r a l  M R  d e v i c e s  h a v e  b e c o m e  c o m m e r c i a l l y  a v a i l a b l e  i n  
t h e  l a s t  f e w  y e a r s ,  t h e  m o s t  p o p u l a r  o f  w h i c h  i s  a  r e t r o f i t  s e m i - a c t i v e  d a m p e r  f o r  l o n g  
h a u l a g e  t r u c k  s e a t s .  D e s p i t e  t h e  a d v a n t a g e s  o f  MR f l u i d s ,  t h e  r e a s o n s  f o r  p i c k i n g  E R  
f l u i d  f o r  t h e  c u r r e n t  a p p l i c a t i o n  i s  t h a t  E R  f l u i d s  g e n e r a l l y  h a v e  a  l o w e r  n o  f i e l d  
r e s i s t a n c e ,  t h e  p a r t i c l e s  a r e  l i g h t e r  m e a n i n g  t h e y  a r e  l e s s  l i k e l y  t o  s e t t l e .  M o s t  
i m p o r t a n t l y  M R  f l u i d s  r e q u i r e  a  c o n t r o l l a b l e  m a g n e t  f o r  a c t i v a t i o n ,  w h i c h  c a n  a d d  
c o n s i d e r a b l e  w e i g h t  t o  t h e  d e v i c e  a n d  a r e  e x t r e m e l y  d i f f i c u l t  t o  d e s i g n  i n t o  s m a l l  a n d  
c o m p l e x  g e o m e t r i e s .  
A s  p o i n t e d  o u t  i n  $ 1 . 2 ,  a  s u b s t a n t i a l  o b s t a c l e  f o r  t h e  d e s i g n  a n d  d e v e l o p m e n t  o f  c o n t r o l  
s y s t e m s  c a p a b l e  o f  t a k i n g  f u l l  a d v a n t a g e  o f  t h e s e  f l u i d s  h a s  b e e n  t h e  f a c t  t h a t  t h e y  
e x h i b i t  a l l  s o r t s  o f  h i g h l y  n o n l i n e a r  h y s t e r e t i c  b e h a v i o u r ,  l i t t l e  o f  w h i c h  i s  c a p t u r e d  b y  
t h e  B i n g h a m  m o d e l .  A s  a n  e x a m p l e  F i g  3 . 2  s h o w s  t h e  e x p e r i m e n t a l  r e s p o n s e s  o b t a i n e d  
f r o m  [ 2 2 ] ,  f o r  a n  M R  d a m p e r  s u b j e c t  t o  a  s i n u s o i d a l  d i s p l a c e m e n t  a n d  f o r  a  r a n g e  
c o n t r o l  c u r r e n t s  a p p l i e d  t o  t h e  e l e c t r o m a g n e t .  U n f o r t u n a t e l y  g o o d  e x p e r i m e n t a l  d a t a  f o r  
E R  d a m p e r s  i s  h a r d  t o  c o m e  b y ,  t h o u g h  t h i s  r e s p o n s e  i s  q u a l i t a t i v e l y  t y p i c a l  o f  m o s t  E R  
a n d  M R  d a m p e r s .  I t  s h o u l d  b e  n o t e d  t h a t  t h e  f o r c e  d i s p l a c e m e n t  l o o p s  r u n  c l o c k w i s e ,  
w h i l e  t h e  f o r c e  v e l o c i t y  l o o p s  r u n  c o u n t e r - c l o c k w i s e .  T h e  f i r s t  t h i n g  t o  n o t i c e  i s  t h a t  a s  
t h e  a p p l i e d  c u r r e n t  i s  i n c r e a s e d  t h e  a r e a  e n c l o s e d  b y  t h e  f o r c e - d i s p l a c e m e n t  l o o p  a l s o  
i n c r e a s e s ,  i n d i c a t i n g  a n  i n c r e a s e  i n  t h e  e n e r g y  d i s s i p a t e d  p e r  c y c l e .  
D i s p l a c e m e n t  ( c m )  
( a >  
F i g  3 . 2  E x p e r i m e n t a l  F o r c e - d i s p l a c e m e n t  a n d  F o r c e - v e l o c i t y  r e l a t i o n s h i p s  u n d e r  s i n u s o i d a l  
d i s p l a c e m e n t  e x c i t a t i o n ,  t a k e n  f r o m  [ 2 2 ] .  
W h i l e  t h e  B i n g h a m  m o d e l  c a p t u r e s  t h e  b a s i c  f e a t u r e s  o f  f o r c e - d i s p l a c e m e n t  l o o p  q u i t e  
w e l l ,  t h e  m a i n  p r o b l e m  i s  i n  t h e  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  f o r c e - v e l o c i t y  l o o p .  R e f e r r i n g  
b a c k  t o  ( 1 . 1 . 1 ) ,  t h e  B i n g h a m  m o d e l  p r e s u m e s  t h a t  t h e  f l u i d  r e m a i n s  r i g i d  w h e n  t h e  
a p p l i e d  f o r c e  i s  l e s s  t h a t  t h e  y i e l d  f o r c e ,  w h i c h  i s  c l e a r l y  n o t  t h e  c a s e .  W h e n  f i t t i n g  t h e  
B i n g h a m  m o d e l  t o  s u c h  a  r e s p o n s e  i t  i s  u s u a l  t o  p r o j e c t  t h e  h i g h  v e l o c i t y  a s y m p t o t e  
b a c k  t o  t h e  f o r c e  a x i s  a n d  t a k e  t h i s  t o  b e  a ,  w h i l e  t h e  a v e r a g e  s l o p e  o f  t h e  a s y m p t o t e  i s  
t a k e n  a s  t h e  p l a s t i c  v i s c o s i t y ,  q ,  .  U s i n g  t h e  t e r m i n o l o g y  £ r a m  $ 1 . 2 ,  w h e n  t h e  d a m p e r  
f o r c e  i s  l e s s  t h a n  t h e  y i e l d  f o r c e ,  i t  i s  s a i d  t o  b e  o p e r a t i n g  i n  t h e  p r e - y i e l d  r e g i o n .  W h e n  
t h e  f o r c e  i s  g r e a t e r  t h a n  t h e  y i e l d  f o r c e  i t  i s  s a i d  t o  b e  i n  t h e  p o s t - y i e l d  r e g i o n .  A s  n o t e d  
i n  $ 1 . 2 ,  n u m e r o u s  s t u d i e s  h a v e  c o m e  t o  t h e  c o n c l u s i o n  t h a t  E R  f l u i d s  b e h a v e  
q u a l i t a t i v e l y  s i m i l a r  t o  a  n o n l i n e a r  v i s c o e l a s t i c  s o l i d  i n  t h e  p r e - y i e l d  r e g i o n  a n d  l i k e  a  
B i n g h a m  p l a s t i c  i n  t h e  p o s t - y i e l d  r e g i o n ,  [ 2  1 1  [ 2 5 ]  [ 3  1 1  [ 3 2 ]  [ 3 6 ]  [ 5 6 ] .  A n  i n t e r e s t i n g  
f e a t u r e  o f  F i g  3 . 2  i s  t h e  p e a k  i n  t h e  f o r c e  a p p e a r i n g  i n  t h e  u p p e r  l e f t  a n d  l o w e r  r i g h t  o f  
t h e  f o r c e - d i s p l a c e m e n t  l o o p ,  w h i c h  c o r r e s p o n d  t o  t h e  a p p a r e n t  o v e r  s h o o t  i n  t h e  f o r c e  
v e l o c i t y  c u r v e .  T h i s  s t r a n g e  b e h a v i o u r  m i g h t  b e  a t t r i b u t e d  t o  t h e  p r e s e n c e  o f  a  h i g h e r  
s t a t i c  y i e l d  f o r c e ,  w h i c h  g e t s  ' r e c h a r g e d '  w h e n  t h e  f l u i d  i s  i n  t h e  p r e - y i e l d  r e g i o n  a n d  
b e g i n s  t o  d e g r a d e  a s  s o o n  t h e  f l u i d  e n t e r s  t h e  p o s t - y i e l d  r e g i o n  [ 6 0 ] .  A l t e r n a t i v e l y  t h e  
o v e r  s h o o t  c o u l d  b e  a  r e s u l t  o f  f l u i d  i n e r t i a .  T h a t  i s ,  n o n - n e g l i g i b l e  i n e r t i a  w o u l d  l e a d  t o  
a  s e c o n d  o r d e r  r e s p o n s e .  T h e  a b o v e  d i s c u s s i o n  s h o u l d  b e  e n o u g h  t o  c o n v i n c e  t h e  r e a d e r  
t h a t  c o n t r o l l a b l e  f l u i d  d a m p e r s  a r e  h i g h l y  n o n l i n e a r  d e v i c e s .  
T o  d a t e  t h e r e  h a v e  b e e n  t w o  m a i n  a p p r o a c h e s  t o  t h e  m o d e l l i n g  o f  c o n t r o l l a b l e  f l u i d  
d a m p e r s ,  w h i c h  c a n  b e  c a t e g o r i s e d  a s  p a r a m e t r i c  a n d  n o n - p a r a m e t r i c  [ 2 4 ] .  T h e  a i m  o f  
t h e  n o n - p a r a m e t r i c  a p p r o a c h  i s  t o  r e p l i c a t e  t h e  i n p u t - o u t p u t  d a t a  e x a c t l y ,  w i t h o u t  
c o n c e r n  f o r  t h e  u n d e r l y i n g  p h e n o m e n a .  T h e  m o d e l l i n g  p r o c e d u r e  c a n  i n v o l v e  s u c h  
t h i n g s  a s  f i t t i n g  p o l y n o m i a l s  t o  t h e  f o r c e - v e l o c i t y  c u r v e s ,  c o n s t r u c t i n g  f u z z y  l o g i c  s e t s  
t o  d i s c r i m i n a t e  b e t w e e n  t h e  p r e  a n d  p o s t  y i e l d  r e g i o n s  o r  t r a i n i n g  n e u r a l  n e t w o r k s  o n  
s e l e c t e d  i n p u t - o u t p u t  d a t a .  A s  s u c h  n o n p a r a m e t r i c  m o d e l s  r a r e l y  g e n e r a l i s e  t o  d y n a m i c s ,  
w h i c h  a r e  n o t  c o n t a i n e d  i n  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a .  I n  a d d i t i o n  e n g i n e e r s  a r e  u s u a l l y  
c o n c e r n e d  w i t h  t h e  p h y s i c a l  n a t u r e  o f  s y s t e m s ,  s o  t h e i r  u s e f u l n e s s  a s  t o o l s  f o r  c o n t r o l  
d e s i g n  a n d  s t a b i l i t y  a n a l y s i s  i s  q u e s t i o n a b l e .  
P a r a m e t r i c  m o d e l s  o n  t h e  o t h e r  h a n d ,  m a k e  u s e  o f  p r i o r  k n o w l e d g e  a b o u t  t h e  p h y s i c s  
a n d  k i n e t i c s  o f  t h e  d e v i c e  t o  c o n s t r u c t  a  c o n s t i t u t i v e  m o d e l  r e l a t i n g  t h e  i n p u t - o u t p u t  
d a t a .  A s  s h o w n  i n  $ 1 . 2 ,  a  p o p u l a r  a p p r o a c h  t o  t h e  c o n s t r u c t i o n  o f  a  c o n s t i t u t i v e  m o d e l  i s  
t o  u s e  s o m e  i n t e r c o n n e c t i o n  o f  l i n e a r  a n d  n o n l i n e a r  s p r i n g s ,  d a m p e r s  a n d  f r i c t i o n  
e l e m e n t s  ( r h e o l o g i c a l  e l e m e n t s ) .  W h i l e  t h e  m o d e l l i n g  o f  s e m i - a c t i v e  d a m p e r s  w i t h  
r h e o l o g i c a l  e l e m e n t s  i s  b a s i c a l l y  s o u n d  e n o u g h ,  t o  d a t e  t h e  m e t h o d  o f  a p p l i c a t i o n  h a s  
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b e e n  t o o  a d - h o c ,  r e s u l t i n g  i n  m o d e l s  t h a t  c a n  e x h i b i t  v e r y  u n r e a l i s t i c  b e h a v i o u r .  T h e  
m a i n  p r o b l e m s  a r e  i n  t h e  c o n s t r u c t i o n  o f  f u n c t i o n s  t o  d e t e r m i n e  w h e t h e r  t h e  d a m p e r  i s  
i n  t h e  p r e  o r  p o s t  y i e l d  r e g i o n  a n d  t h e  m a n n e r  i n  w h i c h  t h e  e f f e c t s  o f  v a r y i n g  
e l e c t r i c l m a g n e t i c  f i e l d s  a r e  i n c o r p o r a t e d  i n  t h e  m o d e l .  A  c o n s e q u e n c e  o f  t h e  l a t t e r  
p r o b l e m  i s  t h a t  s o m e  o f  t h e  m o d e l s  d e v e l o p e d  t o  d a t e  d o  n o t  d e f i n e  a  p a s s i v e  m a p  
b e t w e e n  t h e  i m p o s e d  v e l o c i t y  a n d  t h e  r e a c t i v e  f o r c e  ( s e e  $ 2 . 3  f o r  d e f i n i t i o n  o f  a  p a s s i v e  
s y s t e m ) .  A s  a  r e s u l t ,  i t  c a n  b e  s h o w n  t h a t  t h e s e  m o d e l s  a r e  c a p a b l e  o f  g e n e r a t i n g  
" e n e r g y "  u n d e r  c e r t a i n  l o a d i n g / c o n t r o l  c o n d i t i o n s  ( n o t  a  p a s s i v e  s y s t e m ) .  C o n s i d e r  f i r s t  
t h e  m o d e l  s h o w n  i n  F i g  1 . 6 ,  w h i c h  w a s  d e v e l o p e d  i n  [ 3 3 ] .  T h e  t o t a l  e n e r g y  s t o r a g e  f o r  
t h i s  m o d e l  c o n s i s t s  o f  a  k i n e t i c  c o m p o n e n t  d u e  t o  t h e  p r e s e n c e  o f  t h e  m a s s  a n d  a  
p o t e n t i a l  e n e r g y  d u e  t o  t h e  n o n l i n e a r  s p r i n g  ( s e e  e q u a t i o n  ( 1 . 2 . 5 ) )  
1  
H ,  ( i ,  x ,  x ,  ;  t )  =  -  m i 2  +  %' K ( s ;  t ) d s .  
2  
T h e  d e r i v a t i v e  o f  H I  ( x ,  x ,  x ,  ; t )  a l o n g  t h e  s o l u t i o n s  o f  t h e  s y s t e m  i n  ( 1 . 2 . 6 )  s a t i s f i e s  
F r o m  t h e  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  m o d i f i e d  B i n g h a m  p l a s t i c  h n c t i o n ,  ~ ( i ,  ;  t )  ,  i n  F i g  1 . 6 ( b )  i t  
c a n  b e  s e e n  t h a t  t h e  t e r m ~ ( x , ; t ) x ,  i s  n o n n e g a t i v e .  I t  f o l l o w s  t h a t  i f  F ,  ( t )  i s  c o n s t a n t  
( c o n s t a n t  e l e c t r i c  f i e l d )  t h e n  t h e  m o d e l  d o e s  d e f i n e  a  p a s s i v e  m a p  f r o m  i  t o  F  .  
H o w e v e r  i f  i x  -  x ,  1  >  F ,  ( t ) / 2 G  a n d  F ~  ( t ) l x  -  x ,  1 1 2  >  ~ ( i ,  ;  t ) i ,  ,  t h e n  t h e  t e r m  i n  
b r a c k e t s  w i l l  b e  p o s i t i v e  ( i n t e r n a l  e n e r g y  p r o d u c t i o n )  i m p l y i n g  t h a t  t h e  m o d e l  d o e s  n o t  
d e f i n e  a  p a s s i v e  m a p  f r o m  x  t o  F  f o r  a r b i t r a r i l y  t i m e  v a r y i n g  e l e c t r i c  f i e l d .  N o t e  t h a t  
i n  a  l a t e r  s t u d y  [ 3 0 ] ,  t h e  f i e l d  d e p e n d e n t  n o n l i n e a r  s p r i n g  ( 1 . 2 . 5 )  w a s  r e p l a c e d  w i t h  a  
l i n e a r  s p r i n g  w i t h  c o n s t a n t  c o e f f i c i e n t ,  l e a d i n g  t o  a  p a s s i v e  m o d e l .  
N e x t  c o n s i d e r  t h e  B o u c - t y p e  m o d e l  d e s c r i b e d  b y  ( 1 . 2 . 7 ) ,  g e n e r a l i z a t i o n s  o f  w h i c h  a r e  
u s e d  i n  [ 2 2 ] ,  [ 2 3 ]  a n d  [ 3 5 ] .  W h e n  u s e d  f o r  m o d e l l i n g  M R  d a m p e r s ,  t h i s  m o d e l  i s  
g e n e r a l l y  i m p l e m e n t e d  u s i n g  A  >  0  a n d  P  =  y  >  0 ,  [ 2 3 ] [ 3 5 ] .  T h e  t o t a l  s t o r e d  e n e r g y  
f o r  t h i s  m o d e l  c a n  b e  t a k e n  a s  H , ( z ; t )  =  a ( t ) z 2 / 2 ~  ( t h e  s t a t e  v a r i a b l e  z  h a s  t h e  
d i m e n s i o n s  o f  l e n g t h  [ 2 3 ] ) .  T h e  d e r i v a t i v e  o f  H 2  ( z ; t )  a l o n g  t h e  s o l u t i o n s  o f  t h e  s y s t e m  
i n  ( 1 . 2 . 7 )  ( w i t h  /? =  y  >  0  )  s a t i s f i e s  
C l e a r l y  i f  e i t h e r  i z  >  0  a n d  d . ( t ) z 2  >  2 A f i 2  -  y 4 a ( t ) l i l l r l n t '  o r  i z  z _ <  0  a n d  
d . ( t ) z 2  >  2 A f i 2 ,  t h e n  t h e  v a r i a t i o n s  i n  t h e  c o n t r o l  p a r a m e t e r  a ( t )  c a u s e s  a  n e t  i n c r e a s e  
i n  t h e  s t o r e d  e n e r g y  ( i n t e r n a l  p o w e r  g e n e r a t i o n ) .  I t  f o l l o w s  t h a t  t h e  m o d e l  d o e s  n o t  
d e f i n e  a  p a s s i v e  m a p  f r o m  x  t o  F  f o r  a r b i t r a r i l y  t i m e  v a r y i n g  c o n t r o l .  S i m i l a r  
c a l c u l a t i o n s  s h o w  t h a t  t h e  m o d e l s  i n  [ 2 2 ] , [ 2 3 ]  a n d  [ 3 5 ]  d o  n o t  d e f i n e  p a s s i v e  m a p s  f r o m  
x  t o  F .  
A s  a  f i n a l  e x a m p l e ,  t h e  n o n l i n e a r  v i s c o e l a s t i c - p l a s t i c  m o d e l  p r e s e n t e d  i n  [ 2 9 ]  a n d  [ 3 6 ]  
w i l l  b e  c o n s i d e r e d  ( s e e  ( 1 . 2 . 8 )  a n d  ( 1 . 2 . 9 ) ) .  T h e  m o d e l  i s  b a s e d  o n  t h e  k n o w l e d g e  t h a t  
E R I M R  f l u i d s  b e h a v e  l i k e  v i s c o e l a s t i c  s o l i d s  i n  p r e y i e l d  a n d  l i k e  a  B i n g h a m  p l a s t i c  i n  
p o s t y i e l d .  T h e  i d e a  i s  t o  u s e  t w o  s e p a r a t e  m o d e l s  t o  c a p t u r e  t h e  p r e y i e l d  a n d  p o s t y i e l d  
b e h a v i o u r  a n d  t h e n  t o  s m o o t h l y  t r a n s i t i o n  b e t w e e n  t h e m  u s i n g  s u i t a b l e  s w i t c h i n g  
f u n c t i o n s .  F o r  s m a l l  v e l o c i t i e s  ( p r e y i e l d )  t h e  f l u i d l d a m p e r  i s  m o d e l l e d  b y  a  s p r i n g  a n d  
d a s h p o t  i n  p a r a l l e l ,  s o  t h a t  t h e  t o t a l  r e a c t i o n  f o r c e  i s  a p p r o x i m a t e l y  
F ( t )  =  R , x ( t )  +  K x ( t ) .  B o t h  t h e  s p r i n g  s t i f f n e s s  K  a n d  t h e  d a s h p o t  v i s c o s i t y  R, a r e  
a s s u m e d  t o  b e  i n c r e a s i n g  f u n c t i o n s  o f  t h e  e l e c t r i c  f i e l d .  I n  t h i s  c a s e  t h e  t o t a l  s t o r e d  
e n e r g y  c o r r e s p o n d s  w i t h  t h e  e n e r g y  s t o r e d  i n  t h e  s p r i n g ,  H , ( x ; t )  =  ~ ( t ) x ~ / 2 ,  t h e  t i m e  
d e r i v a t i v e  o f  w h i c h  s a t i s f i e s  
H ,  ( x ; t )  =  F i  +  ( K ( t ) x 2  / 2  -  f i 2 )  
( 3 . 1 . 5 )  
E q u a t i o n  ( 3 . 1 . 5 )  i m p l i e s  t h a t  t h e r e  i s  i n t e r n a l  p o w e r  g e n e r a t i o n  w h e n e v e r  
K ( t ) x 2 / 2  >  R ( ~ ) x ' ,  f r o m  w h i c h  i t  f o l l o w s  t h a t  t h e  m o d e l  d o e s  n o t  d e f i n e  a  p a s s i v e  m a p  
f r o m  x  t o  F  f o r  a r b i t r a r i l y  t i m e  v a r y i n g  e l e c t r i c  f i e l d .  
N o t  o n l y  c a n  t h i s  f r o m  o f  n o n - p a s s i v e  b e h a v i o u r  p r o d u c e  v e r y  s t r a n g e  r e s u l t s  i n  a n y  
f o r m  o f  s t a b i l i t y  a n a l y s i s ,  i t  c a n  i n  f a c t  g i v e  u n r e a l i s t i c a l l y  g o o d  r e s u l t s  i n  s i m u l a t i o n  
s t u d i e s  o f  v i b r a t i o n  o r  d i s t u r b a n c e  c o n t r o l .  I n  a d d i t i o n  i t  g o e s  a g a i n s t  t h e  u s u a l  
d e f i n i t i o n  o f  a  s e m i - a c t i v e  d a m p e r ,  a s  a  c o n t r o l  d e v i c e  w i t h  p r o p e r t i e s  t h a t  c a n  b e  
a d j u s t e d  i n  r e a l  t i m e ,  b u t  c a n n o t  i n p u t  e n e r g y  i n t o  t h e  s y s t e m  b e i n g  c o n t r o l l e d  ( s e e  
$ 1 . 2 ,  $ 2 . 3 ) .  
T h e  p u r p o s e  o f  t h i s  c h a p t e r  i s  t o  p r e s e n t  a  s i m p l e  m e t h o d  f o r  m o d e l l i n g  s h e a r  m o d e  
e l e c t r o r h e o l o g i c a l  d a m p e r s ,  w h i c h  a v o i d s  t h e  a b o v e  m e n t i o n e d  p r o b l e m s  a n d  p r o d u c e s  
m o d e l s  w h i c h  a r e  e a s y  t o  a n a l y s e  a n d  n u m e r i c a l  f r i e n d l y .  T h e  m e t h o d  i t s e l f  i s  b a s e d  o n  
t h e  m e t h o d  o f  " t h e r m o d y n a m i c s  w i t h  i n t e r n a l  v a r i a b l e s "  a n d  u s e s  s o m e  s i m p l e  r e s u l t s  
f r o i n  c o n v e x  a n a l y s i s  t o  e n s u r e  t h e  t r a n s i t i o n  b e t w e e n  p r e  a n d  p o s t  y i e l d  b e h a v i o u r  i s  
p h y s i c a l l y  c o n s i s t e n t .  I t  w i l l  a l s o  b e  s h o w n  t h a t  w i t h  a  b i t  o f  i n s i g h t  i n t o  t h e  u n d e r l y i n g  
m e c h a n i s m s ,  m a n y  o f  t h e  o b s e r v e d  n o n l i n e a r  b e h a v i o u r s  c a n  b e  i n c o r p o r a t e d  i n t o  t h e  
m o d e l  i n  a  s y s t e m a t i c  a n d  e a s y  t o  f o l l o w  m a n n e r .  B e f o r e  g e t t i n g  d o w n  t o  t h e  a c t u a l  
m o d e l l i n g ,  s o m e  o f  t h e  b a s i c  t h e o r i e s  p r e s u m e d  t o  g o v e r n  t h e  E R  e f f e c t  w i l l  f i r s t  b e  
r e v i e w e d .  I t  i s  i m p o r t a n t  t o  p o i n t  o u t  a t  t h i s  s t a g e ,  t h a t  t h e  i n t e r e s t  i n  t h e s e  m o d e l s  i s  n o t  
t o  p r e d i c t  t h e  f o r c e  l e v e l s  o r  t h e  a c t u a l  v a l u e s  o f  p a r a m e t e r s ,  b u t  m e r e l y  g a i n  s o m e  
i n s i g h t  i n t o  t h e  r e l a t i o n s h i p s  b e t w e e n  o b s e r v a b l e  v a r i a b l e s  s u c h  a s  t h e  e l e c t r i c  f i e l d ,  
s h e a r  r a t e  a n d  b u l k  r e s i s t a n c e  o f  t h e  f l u i d .  
M i c r o s t r u c t u r a l  M e c h a n i s m s  
I n  o r d e r  t o  f o r m u l a t e  r e a l i s t i c  m o d e l s  c a p a b l e  o f  p r e d i c t i n g  t h e  b e h a v i o u r  o f  E R  f l u i d  
b a s e d  d e v i c e s ,  i t  i s  i m p o r t a n t  t o  h a v e  a  b a s i c  u n d e r s t a n d i n g  o f  t h e  s o l i d i f i c a t i o n  k i n e t i c s  
a n d  h o w  a n  a c t i v a t e d  f l u i d  r e s p o n d s  t o  a p p l i e d  m e c h a n i c a l  s t r a i n s ,  e s p e c i a l l y  i n  t h e  c a s e  
w h e r e  s u b s t a n t i a l  f l o w  i s  i n d u c e d .  W h i l e  n u m e r o u s  d i f f e r e n t  p h e n o m e n a  h a v e  b e e n  
p r o p o s e d  a s  t h e  o r i g i n  f o r  t h e  E R  e f f e c t ,  m a n y  o f  t h e s e  m a k e  s p e c i f i c  a s s u m p t i o n s  a b o u t  
t h e  c h e m i c a l  a n d  p h y s i c a l  n a t u r e  o f  t h e  E R  f l u i d  a n d  a r e  t h u s  t o o  s p e c i f i c  t o  a i d  i n  t h e  
f o r m u l a t i o n  o f  a  g e n e r a l  m o d e l l i n g  p r o c e d u r e .  F o r  e x a m p l e ,  i n  [ 5 8 ]  t h e  a u t h o r  a t t r i b u t e s  
t h e  l a r g e  i n c r e a s e  i n  a n  E R  f l u i d  r e s i s t a n c e  t o  t h e  f o r m a t i o n  o f  w a t e r  b r i d g e s  b e t w e e n  
p a r t i c l e s .  T h e  i d e a  h e r e  i s  t h a t  t h a t  t h e s e  w a t e r  b r i d g e s  m u s t  b e  b r o k e n  ( o v e r c o m e  
i n t e r f a c i a l  t e n s i o n )  f o r  t h e  f l u i d  t o  f l o w .  T h i s  m e c h a n i s m  o r i g i n a l l y  r e c e i v e d  a  l o t  o f  
a t t e n t i o n  a s  t h e  r e s p o n s e s  o f  m a n y  e a r l y  E R  f l u i d s  w e r e  f o u n d  t o  d e p e n d  o n  t h e  
m o i s t u r e  c o n t e n t  o f  t h e  p a r t i c l e s .  H o w e v e r  i n a n y  o f  t h e  n e w e r  E R  f l u i d  f o r m u l a t i o n s  a r e  
e s s e n t i a l l y  a n h y d r o u s ,  w h i c h  r u l e s  o u t  t h e  w a t e r  b r i d g e  a s  a  f u n d a m e n t a l  m e c h a n i s m  
T h e  s i m p l e s t  a n d  m o s t  g e n e r a l  e l e c t r o r h e o l o g i c a l  m e c h a n i s m  i s  t h e  p o l a r i s a t i o n  m o d e l  
o r i g i n a l l y  p r o p o s e d  b y  W i n s l o w  [ 5 0 ] ,  w h i c h  a t t r i b u t e s  t h e  c h a i n i n g  o f  p a r t i c l e s  t o  t h e i r  
f i e l d  i n d u c e d  p o l a r i s a t i o n  r e l a t i v e  t o  t h e  b a s e  f l u i d .  T h e  u s e f u l n e s s  o f  t h e  p o l a r i z a t i o n  
m o d e l  l i e s  i n  t h e  f a c t  t h a t  i t  c a n  b e  e a s i l y  m o d i f i e d  t o  a c c o u n t  f o r  t h e  a t t r i b u t e s  a n d  
o p e r a t i n g  c o n d i t i o n s  o f  a  s p e c i f i c  f l u i d  c o m p o s i t i o n ,  w i t h o u t  g r e a t l y  a l t e r i n g  t h e  
q u a l i t a t i v e  n a t u r e  o f  t h e  e q u a t i o n s .  A p p l i c a t i o n  o f  t h e  p o l a r i z a t i o n  m o d e l  t o  t h e  s t u d y  o f  
E R  f l u i d s  h a s  b a s i c a l l y  f o l l o w e d  t w o  p a t h s ,  p a r t i c l e  l e v e l  s i m u l a t i o n s  a n d  s i n g l e  c h a i n  
m o d e l s .  
P o s s i b l y  t h e  m o s t  i n t e r e s t i n g  o f  t h e  s i n g l e  c h a i n  m o d e l s  i s  t h e  k i n e t i c  c h a i n  m o d e l  
d e v e l o p e d  i n  [ 5 9 ] ,  t o  d e s c r i b e  t h e  e v o l u t i o n  o f  a  s i n g l e  p a r t i c l e  w i d t h  c h a i n  i n  
o s c i l l a t o r y  s h e a r  a n d  o v e r  a  r a n g e  o f  s t r a i n  a m p l i t u d e s .  W h i l e  t h e  c h a i n  m o d e l  d o e s  l e n d  
s o m e  i n s i g h t  i n t o  t h e  m i c r o s c o p i c  d y n a m i c s  o f  a n  a c t i v a t e d  E R  f l u i d ,  t h e  a s s u m p t i o n  o f  
s i n g l e  w i d t h  p a r t i c l e  c h a i n s  i s  o n l y  j u s t i f i a b l e  f o r  v e r y  s m a l l  v o l u m e  f r a c t i o n s .  I t  h a s  
b e e n  s h o w n  b o t h  n u m e r i c a l l y  a n d  e x p e r i m e n t a l l y  t h a t  E R  f l u i d s  s u i t a b l e  f o r  p r a c t i c a l  
a p p l i c a t i o n s  ( w i t h  l a r g e  c o n t r o l l a b l e  y i e l d  s t r e s s  a n d  l o w  p o w e r  c o n s u m p t i o n ) ,  r e q u i r e  a  
v o l u m e  f r a c t i o n  o f  b e t w e e n  3 0  a n d  4 0 % .  A t  s u c h  l a r g e  c o n c e n t r a t i o n s  t h e  s t r u c t u r e  o f  
a n  a c t i v a t e d  f l u i d  i s  k n o w n  t o  c o n s i s t  o f  t h i c k  f i b r o u s  c l u s t e r s  ( F i g  3 . 1 ) ,  w h i c h  e v o l v e  
c o n t i n u o u s l y  u n d e r  n o n - s t a t i o n a r y  f l o w  c o n d i t i o n s .  U n d e r  s u c h  c o n d i t i o n s ,  t h e  
b e h a v i o u r  o f  E R  f l u i d  c a n  b e  m o r e  a c c u r a t e l y  r e p r e s e n t e d  t h r o u g h  p a r t i c l e  l e v e l  
s i m u l a t i o n s .  T h e  b a s i c  i d e a  h e r e  i s  t o  i n t e g r a t e  t h e  e q u a t i o n  o f  m o t i o n  f o r  e a c h  
i n d i v i d u a l  p a r t i c l e  i n  o r d e r  t o  d e t e r m i n e  t h e  e v o l u t i o n  o f  t h e  o v e r a l l  m i c r o s t r u c t u r e  a n d  
t h e n  t o  e v a l u a t e  t h e  p r o p e r t i e s  o f  i n t e r e s t .  F o r  a  d e t a i l e d  d i s c u s s i o n  o n  t h e  v a r i o u s  
c o m p o n e n t s  a n d  a s p e c t s  o f  t h e  n u m e r o u s  m i c r o s c o p i c  m o d e l s  f o r  E R  f l u i d s ,  t h e  r e a d e r  
i s  r e f e r r e d  t o  t h e  r e f e r e n c e s ,  [ 2  1 1  [ 5 2 ]  [ 5 3 ]  [ 5 6 ]  [ 6 0 ] .  H e r e ,  o n l y  s o m e  o f  t h e  b a s i c  f e a t u r e s  
w i l l  b e  c o n s i d e r e d .  
T h e  c o n c e p t  o f  e l e c t r o s t a t i c  p o l a r i z a t i o n  a s  t h e  o r i g i n  o f  t h e  E R  e f f e c t  s t i l l  r e m a i n s  t h e  
f u n d a m e n t a l  b u i l d i n g  b l o c k  f o r  m o s t  s u c c e s s f u l  m i c r o - s t r u c t u r a l  m o d e l s .  I n  i t s  o r i g i n a l  
f o r m  t h e  i n d u c e d  e l e c t r o s t a t i c  p o l a r i z a t i o n  f o r c e s  w e r e  a t t r i b u t e d  t o  t h e  d i e l e c t r i c  
m i s m a t c h  b e t w e e n  t h e  E R  p a r t i c l e s  a n d  t h e  b a s e  f l u i d  ( t h o u g h  i t  t u r n s  o u t  t h a t  t h i s  i s  
o n l y  v a l i d  f o r  h i g h  f r e q u e n c y  a c  e l e c t r i c  f i e l d s  [ 5 3 ] ,  f o r  l o w  f r e q u e n c y  a c  a n d  d c  f i e l d s ,  
t h e  i m p o r t a n t  q u a n t i t y  i s  t h e  r a t i o  o f  p a r t i c l e  t o  f l u i d  c o n d u c t i v i t i e s ) .  T h e  b a s i c  i d e a  
b e i n g  t h a t  i f  a n  u n c h a r g e d  p a r t i c l e ,  i n  a  f l u i d  o f  d i f f e r e n t  d i e l e c t r i c  c o n s t a n t  i s  s u b j e c t e d  
t o  a n  e l e c t r i c  f i e l d ,  i t  w i l l  d e v e l o p  a n  i n d u c e d  d i p o l e  d u e  t o  t h e  d i f f e r e n c e  i n  
p o l a r i z a b i l i t y  o f  t h e  t w o  m a t e r i a l s .  T h e  d i p o l e  i t s e l f  c a n  b e  s e e n  a s  a  c o n c e n t r a t i o n  o f  
p o s i t i v e  c h a r g e  a t  o n e  e n d  o f  t h e  p a r t i c l e  a n d  n e g a t i v e  c h a r g e  a t  t h e  o t h e r  e n d ,  
s e e  F i g  3 . 3 .  
F o r  t h e  p u r p o s e s  o f  a n a l y s i s ,  a  s a m p l e  o f  E R  f l u i d  i s  u s u a l l y  t r e a t e d  a s  N  n e u t r a l l y -  
b u o y a n t ,  h a r d  s p h e r e s  o f  r a d i u s b  ,  d i s p e r s e d  i n  a n  i n c o m p r e s s i b l e  N e w t o n i a n  f l u i d  o f  
v i s c o s i t y  q  .  B o t h  t h e  p a r t i c l e  s i z e  a n d  t h e  f l u i d  R e y n o l d s  n u m b e r s  a r e  a s s u m e d  t o  b e  
s m a l l  e n o u g h  s o  t h a t  i n e r t i a l  e f f e c t s  c a n  b e  i g n o r e d  ( a p p a r e n t l y  j u s t i f i a b l e  f o r  b  <  l o p  
[ 5 2 ] ) .  I t  i s  a l s o  a s s u m e d  t h a t  B r o w n i a d t h e r r n a l  f o r c e s  a r e  n e g l i g i b l e ,  a s  t h e s e  w o u l d  
o n l y  a c t  t o  d i s r u p t  t h e  p a r t i c l e  c h a i n s  v i t a l  f o r  t h e  E R  e f f e c t .  T h e  e x a c t  e l e c t r o s t a t i c  
i n t e r p a r t i c a l  f o r c e s  f o r  a  p a r t i c u l a r  E R  f l u i d  c o u l d  b e  c a l c u l a t e d ,  i n  t h e o r y ,  h o w e v e r  i t  
w o u l d  b e  a n  e x t r e m e l y  d i f f i c u l t  t a s k  d u e  t o  t h e  n u m b e r  o f  p h e n o m e n a  i n f l u e n c i n g  t h e  
p o t e n t i a l  f i e l d .  A s  a  r e s u l t ,  c a l c u l a t i o n  o f  t h e  e l e c t r o s t a t i c  f o r c e s  i s  u s u a l l y  o n l y  p o s s i b l e  
a f t e r  a  n u m b e r  o f  s i m p l i f i c a t i o n s  h a v e  b e e n  e m p l o y e d .  T h e  m o s t  c o m m o n  
s i m p l i f i c a t i o n s  a r e  t o  a p p r o x i m a t e  t h e  d i p o l e  o n  e a c h  s p h e r e ,  a s  a  p o i n t  d i p o l e  l o c a t e d  a t  
t h e  s p h e r e  c e n t r e ,  a n d  t o  a s s u m e  t h a t  t h e  d i p o l e  m o m e n t  o n  e a c h  p a r t i c l e  i s  i n d e p e n d e n t  
o f  i t  n e i g h b o u r s  [ 5 3 ] .  W i t h  t h i s  s i m p l i f i c a t i o n  a n d  t h e  a i d  o f  F i g  3 . 3 ,  i t  i s  p o s s i b l e  t o  
q u a l i t a t i v e l y  e x p l a i n  w h y  E R  f l u i d s  f o r m  p a r t i c l e  c h a i n s  p a r a l l e l  t o  t h e  e l e c t r i c  f i e l d .  
C o n s i d e r  t w o  s p h e r e s  w h o ' s  l i n e  o f  c e n t r e s  i s  p a r a l l e l  t o  t h e  e l e c t r i c  f i e l d  ( i . e .  B y  =  O ) ,  
t h e r e  w i l l  b e  a  n e t  a t t r a c t i o n  b e t w e e n  t h e  p o s i t i v e  a n d  n e g a t i v e  c h a r g e s ,  p u l l i n g  t h e  
s p h e r e s  t o g e t h e r .  
R o t a t i o n  a n d  
A l i g n m e n t  
A t t r a c t i o n  R e p u l s i o n  N o t a t i o n  
F i g  3 . 3  E l e c t r o s t a t i c  i n t e r a c t i o n  b e t w e e n  t w o  d i p o l e s ,  i  a n d  j .  R i j  i s  t h e  c e n t r e - t o - c e n t r e  
s p a c i n g  a n d  O i j  i s  t h e  a n g l e  b e t w e e n  t h e  l i n e  o f  c e n t r e s  a n d  t h e  e l e c t r i c  f i e l d ,  E .  
S i m i l a r l y  f o r  s p h e r e s  w i t h  t h e i r  l i n e  o f  c e n t r e s  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  e l e c t r i c  f i e l d ,  t h e r e  i s  
a  n e t  r e p u l s i o n  a l o n g  t h e i r  l i n e  o f  c e n t r e s .  I f  t h e i r  l i n e  o f  c e n t r e s  i s  a t  a n y  o t h e r  a n g l e  
w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  a p p l i e d  f i e l d ,  t h e  p a i r  w i l l  e x p e r i e n c e  a  n e t  t o r q u e ,  c a u s i n g  t h e m  t o  
t r a n s l a t e  a n d  r o t a t e  i n t o  a l i g n m e n t  w i t h  t h e  e l e c t r i c  f i e l d .  T h u s  t h e  f o r c e s  d u e  t o  
p o l a r i z a t i o n  w i l l  c a u s e  t h e  f o r m a t i o n  o f  p a r t i c l e  c h a i n s  r u n n i n g  p a r a l l e l  t o  t h e  e l e c t r i c  
f i e l d .  T h a t  t h e  m o d e l  a l s o  p r e d i c t s  t h e  f o r m a t i o n  o f  t h i c k  c l u s t e r s  r e q u i r e s  a  b i t  m o r e  
t h o u g h t ,  s i n c e  t h e  p o l a r i z a t i o n  m o d e l  p r e d i c t s  t h a t  p a r t i c l e  p a i r s  w i t h  B i i  g r e a t e r  t h a n  5 5  
d e g r e e s  w i l l  r e p e l  e a c h  o t h e r .  H o w e v e r ,  w h e n  a  p a r t i c l e  a p p r o a c h e s  a n  i n i t i a l l y  s i n g l e  
p a r t i c l e  w i d t h  c h a i n ,  i t  w i l l  e x p e r i e n c e  a t t r a c t i v e  f o r c e s  f r o m  t h e  p a r t i c l e s  a b o v e  a n d  
b e l o w  i t s  o p p o s i t e  i n  t h e  c h a i n .  T h e r e  w i l l  s t i l l  b e  a  n e t  a t t r a c t i v e  f o r c e  d r a w i n g  t h e  
p a r t i c l e  t o w a r d  t h e  c h a i n .  T h i s  n e t  a t t r a c t i v e  f o r c e  h a s  o t h e r  c o n s e q u e n c e s ,  a s  i t  m e a n s  
t h a t  a n  e l e c t r o d e - s p a n n i n g  c l u s t e r  c a n  d e f o r m  ( a s  a  r e s u l t  o f  m o v i n g  t h e  t o p  e l e c t r o d e ,  
r e l a t i v e  t o  t h e  l o w e r )  d u e  t o  s l i g h t  r e a r r a n g e m e n t s  a n d  s l i d i n g  o f  p a r t i c l e s ,  w i t h o u t  
a c t u a l l y  b r e a k i n g  a n y  p a r t i c l e  c o n t a c t s .  
I n  [ 6 0 ]  t h e  a u t h o r s  a n a l y s e d  t h e  s t r u c t u r a l  d y n a m i c s  o f  E R  s u s p e n s i o n s  u n d e r  o s c i l l a t o r y  
s h e a r  ( t h e  f l u i d  i s  c o n t a i n e d  b e t w e e n  t w o  p a r a l l e l  e l e c t r o d e s  a n d  s h e a r  i s  i n d u c e d  b y  
m o v i n g  o n e  e l e c t r o d e  r e l a t i v e  t o  t h e  o t h e r ) . T h e  a n a l y s i s  w a s  b a s e d  o n  s i m u l a t i o n  r e s u l t s  
u s i n g  a  p a r t i c l e  l e v e l  m o d e l  s i m i l a r  t o  t h a t  d e s c r i b e d  a b o v e  a n d  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  
u s i n g  a  2 0 w t  %  s u s p e n s i o n  o f  a c i d i c  a l u m i n a  p a r t i c l e s  i n  p o l y d i m e t h y l s i l o x a n e  
( P D M S ) .  T h e  s i m u l a t i o n  r e s u l t s  a g r e e d ,  a t  l e a s t  q u a l i t a t i v e l y  w i t h  t h e  e x p e r i m e n t a l .  T h e  
b a s i c  c o n c l u s i o n s  a r e  b e s t  s u m m a r i s e d  u s i n g  t h e  P i p k i n  d i a g r a m  i n  F i g  3 . 4 ,  f o r  E R  
f l u i d s  i n  l a m i n a r  o s c i l l a t o r y  s h e a r  f l o w  ( t a k e n  f r o m  [ 6 0 ] ) .  T h e  f l o w  r e g i m e s  a r e  m a p p e d  
i n  t e r m s  o f  t h e  n o r n a l i s e d  f r e q u e n c y  w ~  =  ~ / A E ~  ,  ( w h e r e  A  i s  a  c o n s t a n t  o f  s u i t a b l e  
d i m e n s i o n s  a n d  E  i s  t h e  a p p l i e d  e l e c t r i c  f i e l d )  a n d  t h e  s t r a i n  a m p l i t u d e  y o  ( i . e .  f o r  
o s c i l l a t o r y  s t r a i n  y  =  y o  s i n ( w t ) ) .  I n  k e e p i n g  w i t h  [ 6 0 ] ,  t h e  s t r a i n  w i l l  b e  d e n o t e d  b y  y  
r a t h e r  t h a n  e  .  F o r  f i x e d w E ,  v e i y  s m a l l  s t r a i n  a m p l i t u d e s  r e s u l t  i n  s m a l l  a f f i n e  p a r t i c l e  
d i s p l a c e m e n t s  ( f r o m  t h e i r  e q u i l i b r i u m  s t a t e ) ,  w h i c h  a r e  c o m p l e t e l y  r e v e r s i b l e / e l a s t i c .  
T h a t  i s ,  i f  t h e  s t r e s s  i s  r e m o v e d ,  t h e  p a r t i c l e s  w i l l  r e t u r n  t o  t h e i r  o r i g i n a l  p o s i t i o n ,  
r e s t o r i n g  t h e  e n e r g y  t h a t  w a s  s t o r e d  d u r i n g  t h e  o r i g i n a l  d e f o r m a t i o n .  I n  t h i s  r e g i o n  
d i s s i p a t i o n  w i l l  b e  s m a l l  a n d  o f  a  p u r e l y  v i s c o u s  n a t u r e .  A s  t h e  a m p l i t u d e  i n c r e a s e s  
a b o v e  y p  t h e  e l a s t i c  r e s p o n s e  b e c o m e s  n o n l i n e a r  d u e  t o  s l i g h t  r e a r r a n g e m e n t s  a n d  
d e f o r m a t i o n s  o f  t h e  p a r t i c l e  c l u s t e r s .  I n  t h i s  r e g i o n  t h e  s t r a i n  w i l l  n o t  b e  e n t i r e l y  
r e c o v e r a b l e  d u e  t o  t h e  o c c u r r e n c e  o f  p e r m a n e n t f i r r e v e r s i b l e  r e a r r a n g e m e n t s  o f  p a r t i c l e s .  
T h e s e  r e a r r a n g e m e n t s  w i l l  d i s s i p a t e  e n e r g y  d u e  t o  v i s c o u s  r e s i s t a n c e  o p p o s i n g  t h e i r  
m o t i o n  a n d  s u r f a c e  f r i c t i o n  e n c o u n t e r e d  a s  t h e y  s l i d e  o v e r  e a c h  o t h e r .  I n c r e a s i n g  t h e  
s t r a i n  a m p l i t u d e  b e y o n d  y y  s e n d s  t h e  f l u i d  i n t o  t h e  v i s c o p l a s t i c  r e g i o n .  
F i g  3 . 4  P i p k i n  d i a g r a m  o f  d y n a m i c  r h e o l o g i c a l  b e h a v i o u r  o f  E R  f l u i d s ,  t h e  c u r v e s  s e p a r a t i n g  
r e g i o n s  o f  d i f f e r e n t  r h e o l o g i c a l  b e h a v i o u r ,  [ 6 0 ] .  
T h e  f l u i d  i s  n o  l o n g e r  c a p a b l e  o f  a c c u m u l a t i n g  a d d i t i o n a l  e l a s t i c  s t r a i n ,  r e s u l t i n g  i n  a  
p u r e l y  d i s s i p a t i v e  r e s p o n s e .  F r o m  a  s t i u c t u r a l  p o i n t  o f  v i e w ,  t h e  v i s c o p l a s t i c  r e s p o n s e  i s  
c h a r a c t e r i s e d  b y  c o n t i n u a l  r u p t u r e  a n d  r e f o r m a t i o n  o f  p a r t i c l e  c l u s t e r s ,  g i v i n g  r i s e  t o  a n  
a p p a r e n t  y i e l d  s t r e s s .  N o w  r u n n i n g  t h e  o t h e r  w a y ,  f o r  a  f i x e d  y o ,  a s  t h e  f r e q u e n c y  
i n c r e a s e s ,  h y d r o d y n a m i c  f o r c e s  w i l l  b e g i n  t o  d e g r a d e  t h e  e l e c t r o d e  s p a n n i n g  c l u s t e r s ,  
a l l o w i n g  p l a s t i c  d e f o r m a t i o n  t o  o c c u r  a t  l o w e r  s t r a i n  a m p l i t u d e s .  A t  e v e n  l a r g e r  
f r e q u e n c i e s ,  t h e  h y d r o d y n a m i c  f o r c e s  w i l l  d o m i n a t e  c o m p l e t e l y  a n d  t h e  r e s p o n s e  w i l l  
a p p e a r  t o  b e  p u r e l y  v i s c o u s / N e w t o n i a n .  
W h i l e  t h e  b a s i c  p o l a r i z a t i o n  m o d e l  d o e s  l e n d  s o m e  i n s i g h t  i n t o  t h e  b e h a v i o u r  o f  E R  
f l u i d s ,  i t  i s  s t i l l  a n  o v e r  s i m p l i f i c a t i o n  o f  t h e  a c t u a l  b e h a v i o u r .  F o r  e x a m p l e ,  w h e n  
h i g h l y  p o l a r i s a b l e  p a r t i c l e s  a r e  i n  c l o s e  p r o x i m i t y ,  t h e  d i s t u r b a n c e  f i e l d s  c r e a t e d  b y  t h e  
n e i g h b o u r i n g  p a r t i c l e s  a c t  t o  f u r t h e r  p o l a r i s e  o n e  a n o t h e r ,  r e s u l t i n g  i n  e l e c t r o s t a t i c  
m o m e n t s  b e y o n d  t h e  d i p o l e  a p p r o x i m a t i o n .  I n  r e a l i t y  t h e  E R  f l u i d  a n d  e l e c t r o d e s  s h o u l d  
b e  t r e a t e d  a s  a  l e a k y  d i e l e c t r i c  w i t h  a  c a p a c i t a n c e  t h a t  d e p e n d s  o n  t h e  i n s t a n t a n e o u s  
s t a t e  o f  t h e  f l u i d .  T h e  m a i n  f a i l i n g  o f  m a n y  o f  t h e  m i c r o - s t r u c t u r a l  m o d e l s  t o  d a t e  i s  t h a t  
t h e  a p p l i e d  e l e c t r i c  f i e l d  i s  o n l y  t r e a t e d  a s  a  c o n s t a n t  p a r a m e t e r  a n d  t h u s ,  t h e y  d o  n o t  
g i v e  a n y  i n s i g h t  i n t o  t h e  e f f e c t  o f  a n  a r b i t r a r i l y  v a r y i n g  f i e l d .  T h e  r e a s o n  f o r  t h i s  w o u l d  
s e e m  t o  b e  t h a t  i n c o r p o r a t i n g  a  v a r y i n g  e l e c t r i c  f i e l d  p l a c e s  t h e  m o d e l  i n  t h e  r e a l m  o f  
e l e c t r o d y n a m i c s  ( a s  o p p o s e  t o  e l e c t r o s t a t i c s ) ,  r e q u i r i n g  c o n s i d e r a t i o n  o f  t h e  c o n d u c t i o n  
c u r r e n t ,  c h a r g e  d e n s i t i e s  o n  t h e  e l e c t r o d e s  a n d  i n d u c e d  m a g n e t i c  f i e l d s .  T h o s e  m o d e l s  
w h i c h  h a v e  s u c c e s s f u l l y  i n c o r p o r a t e d  t h e s e  e f f e c t s  [ 6 2 ] ,  a r e  e x t r e m e l y  c o m p l i c a t e d  a n d  
d i f f i c u l t  t o  i n t e r p r e t .  
3 . 2  T h e r m o m e c h a n i c s  
S y s t e m  A s s u m p t i o n s  
T h e  p u r p o s e  o f  t h i s  s e c t i o n  i s  t o  d e s c r i b e  a  s i m p l e  m e t h o d  f o r  t h e  c o n s t r u c t i o n  o f  o n e  
d i m e n s i o n a l  m o d e l s  f o r  E R  d a m p e r s ,  b a s e d  o n  t h e  o b s e r v e d  e n e r g y  s t o r a g e  a n d  
d i s s i p a t i o n  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  E R  f l u i d .  T h e  m e t h o d  i t s e l f  i s  b a s e d  o n  a  s i m p l i f i e d  
v e r s i o n  o f  t h e  m e t h o d  o f  " t h e r m o m e c h a n i c s  w i t h  i n t e r n a l  v a r i a b l e s " ,  
a  d e t a i l e d  
d e v e l o p m e n t  o f  w h i c h  c a n  b e  f o u n d  i n  t h e  e x c e l l e n t  t e x t s ,  [ 3 7 ] [ 3 8 ] [ 3 9 ] .  O f  c o u r s e ,  a  
o n e - d i m e n s i o n a l  m o d e l  c a n  h a r d l y  b e  e x p e c t e d  t o  p r o v i d e  a n  i n  a n y w a y  a c c u r a t e  
d e s c r i p t i o n  o f  a  c o m p l e x  s y s t e m  s u c h  a s  E R  f l u i d .  H o w e v e r ,  a  g o o d  m o d e l  s h o u l d  b e  
c o n s t r u c t e d  w i t h  t h e  a p p l i c a t i o n  i n  m i n d  a n d  s h o u l d  d e s c r i b e  t h e  r e a l  p h y s i c s  o n l y  a s  f a r  
a s  n e e d e d  f o r  t h a t  a p p l i c a t i o n .  B y  u s i n g  a n  a p p r o a c h  r o o t e d  i n  t h e r m o d y n a m i c s ,  i t  i s  
h o p e d  t h a t  t h e  r e s u l t i n g  m o d e l s  w i l l  b e  c a p a b l e  o f  d e s c r i b i n g  t h e  q u a l i t a t i v e  e n e r g y  
s t o r a g e  a n d  d i s s i p a t i o n  p r o p e r t i e s ,  w i t h o u t  b e i n g  o v e r l y  c o m p l i c a t e d .  W h i l e  t h e  
p r e s e n t a t i o n  g i v e n  b e l o w  m a y  s e e m  r a t h e r  a b s t r a c t  a t  f i r s t ,  i n  l a t e r  s e c t i o n s  i t  w i l l  b e  
s h o w n  t h a t  t h e  m o d e l s  c a n  b e  i n t e r p r e t e d  u s i n g  i d e a l i s e d  r h e o l o g i c a l  e l e m e n t s  ( s p r i n g s ,  
d a m p e r s  e t c ) .  T h i s  a l l o w s  f o r  a  c l e a r  i n t e r p r e t a t i o n  o f  t h e  p h y s i c a l  e f f e c t s  t a k e n  i n t o  
a c c o u n t .  
T o  s i m p l i f y  m a t t e r s ,  i t  w i l l  b e  a s s u m e d  t h a t  t h e  t y p i c a l  l e v e l s  o f  s h e a r  t o  w h i c h  t h e  
d a m p e r  i s  s u b j e c t  a r e  s u f f i c i e n t l y  s m a l l ,  s o  a s  t o  j u s t i f y  i g n o r i n g  i n e r t i a l  e f f e c t s .  W h i l e  a  
m a s s l e s s  m o d e l  d o e s  n o t  m a k e  m u c h  p h y s i c a l  s e n s e ,  i t  s h o u l d  b e  k e p t  i n  m i n d  t h a t  t h e  
u l t i m a t e  g o a l  i s  t o  c o u p l e  t h e  m o d e l  w i t h  t h e  o s c i l l a t o r  d e s c r i b e d  i n  $ 2 .  F r o m  a  
t h e r m o d y n a m i c a l  p o i n t  o f  v i e w ,  i t  w i l l  b e  a s s u m e d  t h a t  t h e  i n s t a n t a n e o u s  s t a t e  o f  t h e  
d a m p e r  c a n  b e  a d e q u a t e l y  d e s c r i b e d  u s i n g  a  v e c t o r  o f  m a c r o s c o p i c  v a r i a b l e s ~  E % " ,  a  
v e c t o r  o f  i n t e r n a l  v a r i a b l e s  a  E  '$3"' a n d  t h e  t h e r m o d y n a m i c  t e m p e r a t u r e  B  >  0  .  T h e  
m a c r o s c o p i c  v a r i a b l e s  w i l l  i n c l u d e  t h o s e  q u a n t i t i e s  w h i c h  c a n  b e  o b s e r v e d  e x t e r n a l l y ,  
s u c h  a s  t h e  s t r a i n  a n d  s t o r e d  c h a r g e  e t c .  T h e  i n t e r n a l  v a r i a b l e s  w i l l  b e  u s e d  t o  a c c o u n t  
f o r  a  l a c k  o f  p r e c i s e  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  c o m p l e x  p h e n o m e n a  o c c u r r i n g  a t  a  m i c r o s c o p i c  
l e v e l ,  b u t  w h i c h  a r e  m a c r o s c o p i c a l l y  e v i d e n t  i n  c e r t a i n  o b s e r v a b l e  i r r e v e r s i b i l i t i e s .  I n  
p a r t i c u l a r  t o  a c c o u n t  f o r  t h e  s t r u c t u r a l  r e a r r a n g e m e n t s  a n d  d e f o r m a t i o n s  o f  p a r t i c l e  
c h a i n s ,  w h i c h  o c c u r  w h e n  a n  a c t i v a t e d  E R  f l u i d  i s  s u b j e c t  t o  s h e a r .  T h e  i n t e r n a l  
v a r i a b l e s  s h o u l d  b e  v i e w e d  a s  a  f o r m  o f  " a v e r a g e " ,  r e p r e s e n t i n g  m e a n  m e a s u r e s  o f  t h e  
s t r u c t u r a l  r e a r r a n g e m e n t s .  I n  c o n s e q u e n c e ,  t h e  n u m b e r  o f  v a r i a b l e s  r e q u i r e d  t o  o b t a i n  a  
s a t i s f a c t o r y  d e s c r i p t i o n ,  s h o u l d  b e  f i n i t e  a n d  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  v o l u m e  o f  E R  f l u i d  
u n d e r  c o n s i d e r a t i o n .  
T h e r m o d y n a m i c  P o t e n t i a l  
I n  w h a t  f o l l o w s ,  t h e  o b j e c t  o f  s t u d y  w i l l  b e  a  s y s t e m  C ,  w h o s e  s t a t e  i s  c o m p l e t e l y  
d e t e r m i n e d  b y  t h e  v a r i a b l e s  x  E  ' 3 3 "  ,  a  E  % ' "  a n d  8  >  0  ,  c o l l e c t i v e l y  r e f e r r e d  t o  a s  t h e  
s t a t e ,  o r  s t a t e  v a r i a b l e s .  A n y  f u n c t i o n  o f  t h e m  w i l l  b e  r e f e r r e d  t o  a s  a  s t a t e  f u n c t i o n ,  
e x a m p l e s  o f  w h i c h  i n c l u d e  t h e  i n t e r n a l  e n e r g y  U ( X ,  a ,  B )  ,  t h e  e n t r o p y  S ( X ,  a ,  6 2 )  a n d  
t h e  f r e e  e n e r g y ,  d e f i n e d  b y  W ( x , a ,  8 )  =  U  -  B S .  F o l l o w i n g  [ 3 9 ] ,  t h e  f u n d a m e n t a l  l a w s  
o f  t h e r m o d y n a m i c s  c a n  b e  s t a t e d  a s  f o l l o w s .  
F i r s t  L a w  T h e  t o t a l  i n c r e a s e  o f  t h e  i n t e r n a l  e n e r g y  p e r  u n i t  t i m e  b a l a n c e s  t h e  p o w e r  o f  
t h e  f o r c e s ,  X  ,  c o n j u g a t e  t o 2  a n d  t h e  h e a t  s u p p l y  Q  p e r  u n i t  t i m e ,  
u  = ( x , * ) + Q .  ( 3 . 2 . 1 )  
S e c o n d  L a w  T h e  r a t e  o f  i n c r e a s e  i n  e n t r o p y  s  =  S '  +  S '  ,  c o n s i s t s  o f  a  r e v e r s i b l e  
c o n t r i b u t i o n  
s r  =  Q / Q  ( 3 . 2 . 2 )  
c a l l e d  t h e  e x t e r n a l  e n t r o p y  s u p p l y ,  a n d  a  n o n - n e g a t i v e  i r r e v e r s i b l e  c o n t r i b u t i o n  
s 1  2 0  ( 3 . 2 . 3 )  
r e f e r r e d  t o  a s  t h e  i n t e r n a l  e n t r o p y  p r o d u c t i o n .  I f  ( 3 . 2 . 3 )  h o l d s  w i t h  e q u a l i t y ,  i . e .  S '  =  0 ,  
t h e n  t h e  s y s t e m  i s  s a i d  t o  b e  r e v e r s i b l e  a n d  o t h e r w i s e  i r r e v e r s i b l e .  
C o m b i n i n g  ( 3 . 2 . 1 ) - ( 3 . 2 . 3 )  a n d  u s i n g  t h e  d e f i n i t i o n  W  =  U - B S ,  o n e  o b t a i n s  t h e  
i n e q u a l i t y  
6 3 '  = ( x , k ) - w - e s >  O .  
S i n c e  W  i s  a  s t a t e  f u n c t i o n ,  w  c a n  b e  e x p a n d e d  t o  o b t a i n  
B y  c o n s i d e r i n g  t h e  c a s e  i n  w h i c h  C  i s  s u b j e c t  t o  a  p r o c e s s  o f  p u r e  h e a t i n g  o r  c o o l i n g  
( i . e .  2  =  0 ,  h  =  0 )  a n d  n o t i n g  t h a t  ( 3 . 2 . 5 )  m u s t  h o l d  f o r  b o t h  i n c r e a s i n g  a n d  d e c r e a s i n g  
t e m p e r a t u r e ,  o n e  o b t a i n s  t h e  s t a t e  l a w  [ 3 9 ] ,  
N o w ,  d e c o m p o s e  t h e  f o r c e  X  i n t o  a  q u a s i - c o n s e r v a t i v e  c o m p o n e n t X q  ,  a  d i s s i p a t i v e  
c o m p o n e n t  x d  =  X  -  X q  ,  a n d  d e f i n e  
w h e r e  A  i s  t h e  t h e r m o d y n a m i c  f o r c e  c o n j u g a t e  t o  a .  I n s e r t i n g  ( 3 . 2 . 6 )  a n d  ( 3 . 2 . 7 )  i n t o  
( 3 . 2 . 5 )  y i e l d s  t h e  i n e q u a l i t y  
BSi = ( x d , 2 ) + ( A , d r )  >  0 ,  ( 3 . 2 . 8 )  
w h i c h  i s  t h e  r a t e  o f  e n e r g y  d i s s i p a t i o n  r e s u l t i n g  f r o m  t h e  e v o l u t i o n  o f  C .  
F o r  
s i m p l i c i t y ,  o n l y  i s o t h e r m a l  p r o c e s s e s  w i l l  b e  c o n s i d e r e d  f r o m  t h i s  p o i n t  o n  ( e  =  0 ) ,  s o  
t h a t  B  c a n  b e  d r o p p e d  f r o m  t h e  l i s t  o f  s t a t e  v a r i a b l e s  a n d  s i m p l y  a b s o r b e d  i n t o  t h e  
d e f i n i t i o n  o f  t h e  s t a t e  f u n c t i o n s .  B e i n g  a  c o n t r i b u t i o n  t o  s  ,  t h e  e n t r o p y  p r o d u c t i o n  S '  i s  
n o t  a  s t a t e  v a r i a b l e ,  b u t  a  f u n c t i o n  o f  b o t h  x ,  =  ( x ,  a )  a n d  j ,  =  ( j ,  d r )  .  I t  i s  n o w  
p o s s i b l e  t o  d e f i n e  t h e  d i s s i p a t i o n  f u n c t i o n  @ ( X , ; X , )  = & ' a n d  w r i t e  t h e  w e l l  k n o w  
d i s s i p a t i o n  i n e q u a l i t y  
@ ( j , d r ; X , )  = ( x , ? ) - w  =  ( x d ,  ? ) + ( A , & )  2  0 .  
( 3 . 2 . 9 )  
S y s t e m s  s a t i s f y i n g  i n e q u a l i t y  ( 3 . 2 . 9 )  w i l l  b e  r e f e r r e d  t o  a s  t h e r m o d y n a m i c a l l y  
c o n s i s t e n t .  I n e q u a l i t y  ( 3 . 2 . 9 )  s h o u l d  b e  c o m p a r e d  w i t h  t h e  d e f i n i t i o n  o f  a  p a s s i v e  s y s t e m  
g i v e n  i n  $ 2 . 3 .  F r o m  t h e  d e f i n i t i o n ,  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  t h e  q u a s i - c o n s e r v a t i v e  f o r c e s X q  
a r e  s t a t e  h n c t i o n s ,  w h e r e a s ,  b e i n g  s u b j e c t  t o  i n e q u a l i t y  ( 3 . 2 . 9 ) ,  t h e  d i s s i p a t i v e  f o r c e s  
x d  a n d  A ,  a l s o  d e p e n d  s t r o n g l y  o n  j  a n d  d r  r e s p e c t i v e l y .  N o t e  t h a t  t h e  d i s s i p a t i v e  
p o w e r  ( x d ,  2 )  r e s u l t s  f r O m  t h e  i n t e r a c t i o n  b e t w e e n  Z  a n d  i t s  e n v i r o n m e n t ,  w h e r e a s  
( A ,  d r )  r e p r e s e n t s  t h e  d i s s i p a t i o n  r a t e  r e s u l t i n g  f r o m  t h e  i n t e r n a l  e v o l u t i o n  o f  C ,  ( i . e .  
( A , & )  d o e s  n o t  a p p e a r  e x p l i c i t l y  i n  t h e  f i r s t  l a w ) .  F o r  r e a s o n s  o f  s t a b i l i t y ,  i t  w i l l  
h e n c e f o r t h  b e  a s s u m e d  t h a t  t h e  f r e e  e n e r g y  W ( X ,  a )  i s  c o n v e x  i n  b o t h  i t  a r g u m e n t s  a n d  
s a t i s f i e s  W ( 0 , O )  =  0 .  
D i s s i p a t i o n  P o t e n t i a l s  
I n  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n  i t  w a s  s h o w n  t h a t  k n o w l e d g e  o f  t h e  f r e e  e n e r g y  p r o v i d e s  
s u f f i c i e n t  i n f o r m a t i o n  t o  d e t e r m i n e  t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  t h e  q u a s i - c o n s e r v a t i v e  
f o r c e  a n d  t h e  s t a t e  v a r i a b l e s ,  ( 3 . 2 . 7 ) .  H o w e v e r ,  t h e  f r e e  e n e r g y  p r o v i d e s  n o  i n f o r m a t i o n  
o n  t h e  s t r u c t u r e  o f  t h e  d i s s i p a t i v e  f o r c e  X d  a n d  i f  i n t e r n a l  v a r i a b l e s  a r e  i n c l u d e d ,  t h e  
f r e e  e n e r g y  p r o v i d e s  o n l y  a  d e f i n i t i o n  o f  t h e  a s s o c i a t e d  f o r c e ,  A .  I t  f o l l o w s  t h a t  i n  o r d e r  
t o  m o d e l  d i s s i p a t i v e  s y s t e m s ,  a n d  i n  p a r t i c u l a r ,  t o  o b t a i n  e v o l u t i o n  e q u a t i o n s  f o r  t h e  
i n t e r n a l  v a r i a b l e s ,  a  c o m p l e m e n t a r y  f o r m a l i s m  w i l l  b e  r e q u i r e d .  I n  [ 3 9 ]  i t  i s  a r g u e d  t h a t  
t h e  r e q u i r e d  r e l a t i o n s h i p s  c a n  b e  o b t a i n e d  ( a R e r  s u i t a b l e  s c a l i n g )  f r o m  t h e  o n l y  e l e m e n t  
c h a r a c t e r i z i n g  t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  r e v e r s i b l e  a n d  i r r e v e r s i b l e  s y s t e m s ,  t h e  d i s s i p a t i o n  
f u n c t i o n .  
I n  w h a t  f o l l o w s  i t  w i l l  b e  a s s u m e d  t h a t  t h e  d i s s i p a t i o n  f u n c t i o n  c a n  b e  d e c o m p o s e d  a s  
@ ( X u  ;  x , )  =  @, ( j ;  x , ) +  @, ( h ;  x , )  ,  w i t h  Q x  a n d  
@, b e i n g  c o n t i n u o u s  i n  b o t h  
a r g u m e n t s ,  c o n v e x  w i t h  r e s p e c t  t o 2  a n d  h  r e s p e c t i v e l y  ( u n i f o r m l y  i n  X ,  =  ( x ,  a ) )  ,  
a n d  s a t i s f y i n g  @ ,  ( O ; . )  =  0 ,  @, ( O ; . )  =  0 .  T h u s ,  w i t h o u t  l o s s  o f  g e n e r a l i t y ,  t h e  f o l l o w i n g  
d i s c u s s i o n  w i l l  f o c u s  o n  t h e  p r o p e r t i e s  o f  @, w i t h  t h e  a p p r o p r i a t e  e x t e n s i o n s  f o r  @, 
b e i n g  g i v e n  a t  t h e  e n d  o f  t h i s  s e c t i o n  ( T a b l e  3 . 1 ) .  A  r e v i e w  o f  s o m e  d e f i n i t i o n s  a n d  
r e s u l t s  f r o m  c o n v e x  a n a l y s i s  a r e  g i v e n  i n  s A . 2 .  
C o n s i d e r  f i r s t ,  t h e  c a s e  w h e r e  @, i s  c o n t i n u o u s l y  d i f f e r e n t i a l  w i t h  r e s p e c t  t o  h  .  I n  [ 3 9 ]  
i t  w a s  s h o w n  t h a t  t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  A  a n d  0 ,  c a n  b e  o b t a i n e d  b y  a p p l y i n g  a  
v e r s i o n  o f  t h e  m a x i m u m  d i s s i p a t i o n  p r i n c i p l e :  f o r  a  g i v e n  v a l u e  o f  t h e  t h e r m o d y n a m i c  
f o r c e  A ,  t h e  a c t u a l  v e l o c i t y  h  ,  m a x i m i s e s  t h e  d i s s i p a t i o n  r a t e  ( A ,  h )  ,  s u b j e c t  t o  t h e  
c o n s t r a i n t  @, ( h ;  x , )  =  ( A ,  h )  2  0  .  T h e  a n a l y t i c a l  f o r m u l a t i o n  o f  t h i s  p r o b l e m  c a n  b e  
o b t a i n e d  b y  t r a n s f o r m i n g  t h e  c o n s t r a i n e d  m a x i m i s a t i o n  i n t o  a n  u n c o n s t r a i n e d  
m i n i m i s a t i o n  p r o b l e m  u s i n g  t h e  m e t h o d  o f  L a g r a n g e  m u l t i p l i e r s .  C o n s i d e r  t h e  c o n v e x  
L a g r a n g i a n  f u n c t i o n  
L ( h ,  I )  =  - ( A ,  h )  +  A ( @ ,  ( b ;  x , )  -  ( A ,  h ) )  
( 3 . 2 . 1 0 )  
w h e r e  A  a n d  X ,  a r e  c o n s i d e r e d  f i x e d  a n d  A  E  %  i s  t h e  L a g r a n g e  m u l t i p l i e r .  A  s u f f i c i e n t  
c o n d i t i o n  f o r  ( h ,  A )  t o  b e  a  m i n i m u m  o f  ( 3 . 2 .  l o ) ,  i s  t h a t  ( b y  A )  s o l v e  t h e  e q u a t i o n s  
d L / d b  =  0 ,  d L / d A =  0 ,  w h i c h  y i e l d s  
U s i n g  t h e  f a c t  t h a t  @, i s  c o n v e x  i n  &  a n d  s a t i s f i e s @ , ( O ; . )  =  0 ,  i t  c a n  b e  s h o w n  t h a t  
y  E  [ 0 , 1 ] .  F r o m  a  g e o m e t r i c  p o i n t  o f  v i e w ,  ( 3 . 2 . 1  1 )  i m p l i e s  t h a t  a t  e a c h  i n s t a n t  t h e  f o r c e  
A ,  c o r r e s p o n d i n g  t o  & ,  i s  a n  o u t w a r d  n o r m a l  t o  t h e  s u r f a c e  o f  c o n s t a n t  d i s s i p a t i o n  
0 ,  =  c o n s t . .  I t  c a n  b e  s e e n  t h a t  i f  0 ,  i s  p o s i t i v e l y  h o m o g e n o u s  o f  o r d e r  n  >  1  i n  d r  
( i . e .  @ , ( p d r , . )  =  p n @ , ( d r , . ) , b ' p  >  0 )  ,  t h e n  y  =  l / n  .  T h e  c a s e  w h e r e  n  =  1  i s  m o r e  
d i f f i c u l t  a n d  w i l l  b e  d i s c u s s e d  i n  s o m e  d e t a i l  l a t e r .  A s  a  q u i c k  e x a m p l e ,  c o n s i d e r  t h e  
f r e e  e n e r g y  a n d  d i s s i p a t i o n  W  =  0 . 5 G ( ~  - a ) *  a n d  @, =  R & ~ ,  t h e n  y  =  2  a n d  
( 3 . 2 . 7 ) , ( 3 . 2 . 1 1 )  y i e l d  
w h i c h  i s  t h e  M a x w e l l  r h e o l o g i c a l  m o d e l .  
T h e  i n c l u s i o n  o f  y  i n  ( 3 . 2 . 1  1 )  m e a n s  t h a t  @, i s  n o t  a  t r u e  p o t e n t i a l  f o r  A  ,  b u t  i n s t e a d  i s  
w h a t  i s  s o m e t i m e s  c a l l e d  a  p s e u d o p o t e n t i a l .  I f  @, i s  p o s i t i v e l y  h o m o g e n o u s  o f  o r d e r  
n  >  1  i n & ,  t h e n  y  d o e s  n o t  c a u s e  a  p r o b l e m .  H o w e v e r  i f  @ , i s  n o t  a  h o m o g e n o u s  
f u n c t i o n  o f  d .  t h e n  t h e  p r e s e n c e  o f  y  c a n  m a k e  t h i n g s  a  b i t  a w k w a r d .  C o n s i d e r  t h e  c a s e  
w h e r e  t h e  @, c a n  b e  w r i t t e n  a s  0 ,  =  ( d ~ / t 3 d r , d r ) ,  w h e r e  D ( d . ; x , )  i s  c o n v e x  i n  &  
a n d  s a t i s f i e s  D ( O ; . )  =  0 .  I t  f o l l o w s  t h a t  D  w i l l  s e r v e  a s  a  t r u e  p o t e n t i a l  f o r  A ,  a n d  i s  
r e f e r r e d  t o  a s  t h e  d i s s i p a t i o n  p o t e n t i a l  [ 3 8 ] .  I t  f o l l o w s  t h a t  i f  0 ,  c a n  b e  w r i t t e n  i n  t h e  
N  
f o r m  @, =  z  @: ,  w h e r e  e a c h  o f  t h e  N  f u n c t i o n s  @: a r e  p o s i t i v e l y  h o m o g e n o u s  o f  
1  
1  
o r d e r  n ,  >  1  i n  &  ,  t h e n  D  =  z  -  @: .  A s  D  i s  a  p o t e n t i a l  f o r  A ,  t h e  d u a l  o r  f l o w  
1  nk 
p o t e n t i a l  D *  ( A ;  x , )  c a n  b e  o b t a i n e d  u s i n g  t h e  L e g e n d r e  t r a n s f o r m  
D *  ( A ;  X u  =  ( A ,  6 )  -  D ( & ;  x u  1 ,  
s o  t h a t  
F r o m  ( 3 . 2 . 7 ) ,  ( 3 . 2  1 3 )  a n d  ( 3 . 2 . 1 4 )  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  k n o w l e d g e  o f  t h e  p o t e n t i a l s  W  a n d  
D i s  s u f f i c i e n t  t o  d e t e r m i n e  t h e  e v o l u t i o n  e q u a t i o n  f o r  t h e  i n t e r n a l  v a r i a b l e s .  T h e  
f o r m a l i s m  p r e s e n t e d  a b o v e  i s  s u f f i c i e n t  f o r  t h e  m o d e l l i n g  o f  s i m p l e  s y s t e m s  e x h i b i t i n g  
r e l a x a t i o n  e f f e c t s  ( v i s c o e l a s t i c  e t c ) .  H o w e v e r ,  a s  p o i n t e d  o u t  i n  S e c t i o n . 1  a n d  5 1 . 2 ,  t h e  
q u a l i t a t i v e  b e h a v i o u r  o f  a  s h e a r  m o d e  E R  d a m p e r  i s  d o m i n a t e d  b y  t h e  p r e s e n c e  o f  a  
d y n a m i c  y i e l d  s t r e s s  a n d  n o t  b y  a  c h a r a c t e r i s t i c  t i m e  s c a l e .  T h i s  s i t u a t i o n  c o r r e s p o n d s  t o  
t h e  c a s e  i n  ( 3 . 2 . 1  1 )  f o r  w h i c h  y  =  1  ,  i m p l y i n g  t h a t  D ( d r ; ~ , )  =  @, ( d : ; ~ , )  .  I t  f o l l o w s  
t h a t  A  m u s t  b e  p o s i t i v e l y  h o m o g e n e o u s  o f  d e g r e e  z e r o  i n k  a n d  h e n c e  i n s e n s i t i v e  t o  
t h e  m a g n i t u d e  o f  d :  ( i . e .  r a t e  i n d e p e n d e n c e ) .  T h i s  p r o p e r t y  i s  t y p i c a l  o f  s y s t e m s  
e x h i b i t i n g  p l a s t i c  o r  h y s t e r e t i c  t y p e  b e h a v i o u r s  [ 3 7 ] .  T h i s  s i t u a t i o n  r e q u i r e s  s p e c i a l  
a t t e n t i o n  a s  t h e  d i s s i p a t i o n  p o t e n t i a l  w i l l  n o  l o n g e r  h a v e  c l a s s i c a l  d e r i v a t i v e  f o r  a l l &  .  
F o r  e x a m p l e  r l d . 1  i s  n o t  d i f f e r e n t i a b l e  a t  d r  =  0 .  F u r t h e r m o r e ,  ( 3 . 2 . 1 3 )  w o u l d  i m p l y  t h a t  
t h e  d u a l  p o t e n t i a l  D * ( A ; x , )  i s  i d e n t i c a l l y  e q u a l  t o  z e r o .  I t  w o u l d  a p p e a r  t h a t  s o m e  
a d d i t i o n a l  m a t h e m a t i c a l  a p p a r a t u s  i s  r e q u i r e d  t o  d e a l  w i t h  t h e s e  c o m p l e x i t i e s .  T h e  
a p p r o p r i a t e  t o o l  i s  c o n v e x  a n a l y s i s ,  a  b r i e f  s u m m e r y  o f  t h e  r e l e v a n t  a s p e c t s  b e i n g  
c o n t a i n e d  i n  5 A . 2 .  R e c a l l  t h a t  t h e  s u b d i f f e r e n t i a l  o f  c o n v e x  f b n c t i o n  f  :  % "  +  W  a t  t h e  
p o i n t  x  i s  
df ( x )  =  {z E  f l n l  1  f  ( 9 -  f  ( x )  L  + ( z ,  X - X ) , V T E  
/  
( 3 . 2 . 1 5 )  
a n d  t h e  o u t w a r d  n o r m a l  c o n e  t o  a  c l o s e d  c o n v e x  s e t  C  a t  x i s  d e f i n e d  b y  
N ( X ; C )  =  {z e  W m  ~ ( z ,  x - 2 )  L  o , %  t  C )  ( 3 . 2 . 1 6 )  
T h e  n o r m a l  c o n e  N ( x ;  C )  ,  i s  t h e  s u b d i f f e r e n t i a l  o f  t h e  i n d i c a t o r  f u n c t i o n ,  I ( x ;  C )  ,  o f  
t h e  c o n v e x  s e t  C ,  s e e  5 A . 2  a n d  r e f e r e n c e s  t h e r e i n  f o r  d e t a i l s .  
A s s u m e  t h a t  D ( & ;  x , )  =  @, ( d . ;  x , )  i s  c o n t i n u o u s  i n  b o t h  a r g u m e n t s ,  c o n v e x  a n d  
p o s i t i v e l y  h o m o g e n e o u s  o f  o r d e r  o n e  i n  d !  .  A s s u m e  a l s o  t h a t  D ( O ; . )  =  0  a n d  D ( d : ; . )  2  0 ,  
f o r  a l l  d r  E  W m  . D e f m e  t h e  c l o s e d  c o n v e x  s e t  C ( X , )  b y  
C ( X , )  =  k t  W n l  I  ( ~ , d : ) <  D ( d r ; ~ , ) , V d r  E ' R ~ ' } ,  
( s e e  [ 6 5 ]  f o r  d e t a i l s )  
L e m m a  3 . 2 . 1  
( a )  D  i s  t h e  s u p p o r t  f u n c t i o n  o f  C ( X , )  :  D ( & ; x , )  =   s u p { ( ^ ,  d r )  1  A  t  c ( ~ , ) } ,  
( b )  T h e  L e g e n d r e - F e n c h e l  d u a l  o f  D  i s  t h e  i n d i c a t o r  f u n c t i o n  o f  C ( X , )  :  
( d )  
A  E  d , D ( d r ; ~ , )  G  d r  E  d A D * ( A ; ~ , )  =  N ( A ; C ( x , ) ) ,  a n d  f r o m  ( 3 . 2 . 1 6 )  
I n  p l a s t i c i t y  t h e o r y ,  t h e  v a r i a t i o n a l  i n e q u a l i t y  ( 3 . 2 . 1 9 )  i s  s o m e t i m e s  r e f e r r e d  t o  a s  t h e  
H i l l ' s  m a x i m u m  d i s s i p a t i o n  p r i n c i p l e .  T h e  g e o m e t r i c  i n t e r p r e t a t i o n  o f  ( 3 . 2 . 1 9 )  i s  t h a t  
t h e  a n g l e  b e t w e e n  t h e  v e c t o r s  ( A - i )  a n d  d r  i s  a c u t e  ( 5  7 ~ 1 2 ) .  F r o m  e x a m i n a t i o n  o f  
( 3 . 2 . 1 9 )  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  i f  A  E  i n t  C ( x , )  ( i n t e r i o r )  t h e n  d r  =  0  ,  i m p l y i n g  t h a t  t h e  
d i s s i p a t i o n  i s  z e r o  a n d  t h e  r e s p o n s e  r e v e r s i b l e .  E v o l u t i o n  o f  t h e  i n t e r n a l  v a r i a b l e ,  a n d  
h e n c e  p o s i t i v e  d i s s i p a t i o n ,  i s  o n l y  p o s s i b l e  i f  A  h a s  r e a c h e d  a  b o u n d a r y  p o i n t  o f  
C ( X , )  ( y i e l d  s u r f a c e ) ,  t h a t  i s  A  E  b d C ( x a ) .  A s  a n  e x a m p l e ,  c o n s i d e r  t h e  c a s e  o f  a  
s c a l a r  i n t e r n a l  v a r i a b l e  w i t h  D ( d r ;  x , )  =  @, ( d r ;  x , )  =  r ( X a ) I d r I  ,  w h e r e  r ( x a )  i s  L i p s c h i t z  
f u n c t i o n  s a t i s f y i n g  r ( x a )  2  0 ,  V X ,  E  X n + ' "  .  
F i g  3 . 5  ( a )  s u p p o r t  f u n c t i o n  o f  t h e  c o n v e x  s e t c  =  r ( x a )  [ - 1 , + 1 ]  a n d  ( b )  t h e  c o r r e s p o n d i n g  
s u b d i f f e r e n t i a l  
I t  f o l l o w s  f i o m  e i t h e r  ( 3 . 2 . 1  7 )  o r  L e m m a  3 . 2 . l ( c )  t h a t  C ( x , )  =  r ( ~ , ) [ - l , l ]  a n d  f i o m  
L e m m a  3 . 2 . l ( d )  ,  A  E  r ( x a ) a l & l  ,  s e e  F i g  3 . 5 ( a )  . T h e  d u a l  p o t e n t i a l  i s  t h e  i n d i c a t o r  
h n c t i o n  o f  C ( 2 , )  a n d  t h e  e v o l u t i o n  e q u a t i o n  f o r  t h e  i n t e r n a l  v a r i a b l e  i s  g i v e n  b y  p a r t  
C o m p a r i n g  F i g  3 . 5 ( b )  a n d  F i g  3 . 6 ( b )  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  a , D *  =  ( a , D ) - '  a n d  t h a t  t h e  
m a p p i n g  A  e  d r  i s  n o t  o n e - t o - o n e  ( f o r  e a c h  v a l u e s  o f  A  t h e r e  m a y  b e  n u m e r o u s  
a c c e p t a b l e  v a l u e s  o f  d r ) .  A s  i t  s t a n d s  ( 3 . 2 . 2 0 )  i s  r a t h e r  a b s t r a c t .  H o w e v e r ,  i f  C ( x , )  i s  
c l o s e d  c o n v e x  a n d  n o n e m p t y ,  i t  m a y  b e  p o s s i b l e  t o  c o n s t r u c t  a  y i e l d  f u n c t i o n  f  ( A ; x , ) ,  
s u c h  t h a t  f  ( A ;  x , )  <  0  a  A  E  i n t  C ( X , )  a n d  f  ( A ;  x , )  =  0  
A  E  b d C ( x , ) ,  ( s e e  1 6 . 5 1  
f o r  d e t a i l s ) .  
F i g  3 . 6  ( a )  i n d i c a t o r  f u n c t i o n  o f  t h e  c o n v e x  s e t  C  =  r ( ~ , )  [ - 1 , + 1 ]  a n d  ( b )  t h e  c o r r e s p o n d i n g  
s u b d i f f e r e n t i a l  
F o r  t h e  e x a m p l e  g i v e n  a b o v e ,  f  ( A ;  x , )  =  I A (  -  r ( & )  5  0  w i l l  d o  t h e  t r i c k .  N o w ,  i f  
f  ( A ; x , )  i s  c o n t i n u o u s l y  d i f f e r e n t i a b l e  w i t h  r e s p e c t  t o  A  w h e n  A  E  b d C ( ~ , )  
( r e q u i r e s  r ( x , )  >  0 ) ,  t h e n  t h e  n o r m a l i t y  l a w  ( 3 . 2 . 2 0 )  c a n  b e  e x p r e s s e d  a s  
w h e r e  A  r  0  i s  a  n o n n e g a t i v e  s c a l a r  .  T h a t  i s ,  w h e n  f  ( A ;  x , )  =  0  t h e  g r a d i e n t  o f  t h e  
y i e l d  f u n c t i o n  p o i n t s  i n  t h e  n o r m a l  d i r e c t i o n  t o  t h e  c o n v e x  s e t  C ( X , ) .  T h e  m u l t i p l i e r  A ,  
o f t e n  r e f e r r e d  t o  a s  t h e  p l a s t i c  m u l t i p l i e r ,  b e l o n g s  t o  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  e v o l u t i o n  
p r o b l e m  a n d  c a n  b e  e v a l u a t e d  u s i n g  t h e  f o l l o w i n g  c o n d i t i o n s ,  ( r e f e r r e d  t o  a s  t h e  
l o a d i n g - u n l o a d i n g  c o n d i t i o n s  i n  p l a s t i c i t y )  
A  2  0 ,  f ( A ; x , )  I  0  
( 3 . 2 . 2 2 )  
A f  ( A ;  X, =  0  ( 3 . 2 . 2 3 )  
~ f  ( A ;  x ,  =  0  
o r  e q u i v a l e n t l y ,  
A 2 0  i f f  = 0 a n d j = 0  
A = O  i f f < O o r f = O a n d f < ~  
E q u a t i o n s  ( 3 . 2 . 2 1 ) - ( 3 . 2 . 2 3 )  c a n  b e  o b t a i n e d  f r o m  c o n s i d e r a t i o n  o f  t h e  p h y s i c a l  p r o b l e m  
o r  b y  t r a n s f o r m i n g  t h e  c o n s t r a i n e d  m a x i m i s a t i o n  p r o b l e m  i n  L e m m a  3 . 2 . l ( a ) ,  i n t o  a n  
u n c o n s t r a i n e d  m i n i m i s a t i o n  p r o b l e m ,  w i t h  L a g r a n g i a n  f u n c t i o n  
L ( A ,  A )  =  - ( A ,  d . )  +  Af ( A ;  X ,  )  .  
( 3 . 2 . 2 6 )  
A p p l y i n g  t h e  c l a s s i c a l  K a r u s h - K u h n - T u c k e r  o p t i m a l i t y  c o n d i t i o n s  t o  ( 3 . 2 . 2 6 )  t h e n  
y i e l d s  ( 3 . 2 . 2 1 ) - ( 3 . 2 . 2 3 ) ,  [ 4  1 1 .  C o n d i t i o n  ( 3 . 2 . 2 4 )  i s  r e f e r r e d  t o  a s  t h e  c o n s i s t e n c y  ( o r  
p e r s i s t e n c y )  c o n d i t i o n  a n d  d e r i v e s  f r o m  t h e  f a c t  t h a t  i f A  E  b d C ( x , ) ,  t h e  y i e l d  f u n c t i o n  
s h o u l d  n e c e s s a r i l y  s a t i s f y  f  5  0 ,  s i n c e  f  >  0  w o u l d  i m p l y  t h a t  A  w a s  l e a v i n g  C ( X , ) .  
D e p e n d i n g  o n  t h e  s p e c i f i c  m o d e l ,  t h e  c o n s i s t e n c y  c o n d i t i o n  c a n  u s u a l l y  b e  u s e d  t o  
o b t a i n  a  s p e c i f i c  p a r a m e t e r i s a t i o n  o f  A  .  E q u a t i o n s  ( 3 . 2 . 2 2 ) - ( 3 . 2 . 2 4 )  a r e  m o s t  e a s i l y  
i n t e r p r e t e d  i n  t h e  f o r m  ( 3 . 2 . 2 4 ) .  T h a t  i s ,  A  2  0  a n d  h e n c e  d c  2  0  c a n  o n l y  o c c u r  i f  
f  =  0  a  A  E  b d C  a n d  i s  p e r s i s t i n g  o n  b d C  (  f  =  0 ) .  S i m i l a r l y  A  =  0  a n d  h e n c e  h  =  0  
i f  f  <  0  o  A  E  i n t  C  o r  A  E  b d  C  a n d  i s  e v o l v i n g  t o w a r d s  t h e  i n t e r i o r  o f  C  (  f  <  0  ) .  
N o w  t h e  p r o b l e m  o f  m o d e l l i n g  t h e  E R  d a m p e r  b o i l s  d o w n  t o  f i n d i n g  s u i t a b l e  
e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  f r e e  e n e r g y  W ( 1 , a )  a n d  f o r  t h e  d i s s i p a t i o n  p o t e n t i a l  
D ( X ,  dc; x u )  =  D x  ( X ;  x f f  ) +  D u  ( d r ;  x u  )  ,  w i t h  x u  =  ( x ,  a ) ,  a n d  t h e n  a p p l y i n g  t h e  
f u n d a m e n t a l  e q u a t i o n s , T a b l e  3 . 1  .  R e c a l l  t h a t  X ,  =  ( x ,  a )  a n d  j ,  =  ( j ,  dc) .  
T a b l e  3 . 1  
3 . 3  A  d e f o r m a t i o n  m e c h a n i s m  
1 )  C o n s e r v a t i v e  F o r c e s  
2 )  N o r m a l i t y  L a w s  
T h e  p u r p o s e  o f  t h i s  s e c t i o n  i s  t o  d e v e l o p  a  q u a l i t a t i v e  m o d e l  r e l a t i n g  t h e  e x p e r i m e n t a l l y  
o b s e r v e d  m e c h a n i c a l  s t r e s s - s t r a i n  r e l a t i o n s h i p s  f o r  a n  E R  s u s p e n s i o n  i n  s h e a r ,  w i t h  i t s  
m e c h a n i c a l  e n e r g y  s t o r a g e  a n d  d i s s i p a t i o n  p r o p e r t i e s .  T h e  f o l l o w i n g  s e c t i o n  d r a w s  
h e a v i l y  f r o m  t h e  p a p e r s  [ 2 1 ]  a n d  [ 5 6 ] .  C o n s i d e r  a n  E R  s u s p e n s i o n  c o n f i n e d  b e t w e e n  
d W  
xq = -  
a w  
a n d  A = - -  
31 d a  
x d  E  a i D x ( ~ ; x f f )  a n d  A  E  d d D a ( d c ; x u )  
3 )  T o t a l  F o r c e  x = x d + x r  
4 )  F l o w  p o t e n t i a l  
5 )  E v o l u t i o n  e q u a t i o n  
&  E  a h l l ;  ( A ; X @ )  = N ( A ; C ( x a ) ,  
o r  
? f ( A ; x , }  A 2 0  
i f f  = 0  a n d f  = 0  
& = A  
8.4 A = 0  i f f < O o r f = ~ a n d f < ~  
6 )  D i s s i p a t i o n  i n e q u a l i t y  
1  
~ ( j , h ; ~ , )  = ( x , ? ) - w  = ( x d , j ) + ( ~ , h )  2 0 .  
t w o  p a r a l l e l  p l a t e s  a  d i s t a n c e  L  a p a r t ,  a c r o s s  w h i c h  a  c o n s t a n t  e l e c t r i c  f i e l d  E  h a s  b e e n  
a p p l i e d ,  F i g  3 . 7  .  I t  i s  a s s u m e d  t h a t  s u f f i c i e n t  t i m e  h a s  b e e n  a l l o w e d  f o r  t h e  p a r t i c l e s  t o  
f o r m  a  " s t e a d y  s t a t e "  m i c r o s t r u c t u r e  c o n s i s t i n g  o f  p a r t i c l e  c h a i n s  r u n n i n g  p a r a l l e l  t o  t h e  
e l e c t r i c  f i e l d .  T h e  l o w e r  p l a t e  i s  i m m o b i l e  a n d  t h e  u p p e r  p l a t e  t r a n s l a t e s  w i t h  a  s t e a d y  
i n f i n i t e s i m a l  v e l o c i t y .  S i n c e  t h e  d e f o r m a t i o n  i s  s i m p l e  s h e a r ,  b o t h  t h e  s h a p e  a n d  s i z e  o f  
t h e  c o n t r o l  v o l u m e  a r e  a s s u m e d  t o  b e  c o n s t a n t .  
0 , e  
F i g  3 . 7  C o n t r o l  v o l u m e  u n d e r  c o n s i d e r a t i o n  
I n  a d d i t i o n ,  a l l  d e f o r m a t i o n s  w i l l  b e  c o n s i d e r e d  t o  b e  i s o t h e r m a l .  T h e  s h e a r  r a t e  i n  t h i s  
s i m p l e  s h e a r  f l o w  w i l l  b e  d e n o t e d  b y  e  E  9  a n d  t h e  s h e a r  s t r e s s  o n  t h e  p l a n e  p a r a l l e l  t o  
t h e  d e f o r m a t i o n  b y  o  E  9  .  N o w  t h e  e l e c t r o s t a t i c  e n e r g y  o f  t h e  s u s p e n s i o n  c a n  b e  w r i t t e n  
( s e e  [ 2 1 ]  a n d  [ 5 6 ]  f o r  d e t a i l s )  
w h e r e  n  i s  t h e  n u m b e r  d e n s i t y  o f  p a r t i c l e s  ,  E  i s  t h e  a p p l i e d  e l e c t r i c  f i e l d  a n d  ?  i s  t h e  
e n s e m b l e  a v e r a g e  o f  t h e  s u s p e n s i o n  c a p a c i t a n c e  m a t r i x  .  T h i s  c a p a c i t a n c e  m a t r i x  i s  t h e  
p r o p o r t i o n a l i t y  r e l a t i n g  t h e  a v e r a g e  p o l a r i z a t i o n  o f  t h e  s u s p e n s i o n  t o  t h e  e l e c t r i c  f i e l d ,  
@  =  E , C  a n d  i s  a  f u n c t i o n  o f  t h e  i n s t a n t a n e o u s  p a r t i c l e  p o s i t i o n s  [ 5 6 ] .  W h e n  t h e  
(  a )  
p a r t i c l e s  a r e  c h a i n e d  a n d  a l i g n e d  w i t h  t h e  e l e c t r i c  f i e l d ,  t h e  a v e r a g e  p a r t i c l e  d i p o l e  i s  
v e r y  l a r g e  ( d u e  t o  m u t u a l  i n t e r a c t i o n s )  a n d  s o  i s  t h e  c a p a c i t a n c e  m a t r i x .  S i n c e  U E  i s  
p r o p o r t i o n a l  t o -  ? ,  i t  f o l l o w s  t h a t  t h e  U E  w i l l  b e  q u i t e  s m a l l  i n  t h i s  s t a t e .  I f  a  s m a l l  
f o r c e  i s  a p p l i e d  t o  t h e  t o p  p l a t e  t h e  c h a i n s  w i l l  s t r e t c h  a n d  d e f o r m ,  c a u s i n g  a  d e c r e a s e  i n  
t h e  a v e r a g e  p o l a r i z a t i o n  ( p a r t i c l e s  c a n n o t  i n t e r a c t  a s  s t r o n g l y ) ,  a n d  h e n c e  a n  i n c r e a s e  i n  
t h e  e l e c t r o s t a t i c  e n e r g y .  T h a t  i s  t o  s a y ,  a s  t h e  c h a i n s  a r e  d e f o r m e d ,  t h e  s t r a i n  e n e r g y  
w i l l  i n c r e a s e  d u e  t o  t h e  i n p u t  o f  s t r e s s  w o r k  n e c e s s a r y  f o r  t h e  p a r t i c l e s  t o  b e  p u l l e d  a p a r t  
f i o m  t h e i r  p r e f e r r e d ,  c h a i n e d  c o n f i g u r a t i o n .  N o w  t h i s  i n c r e a s e  i n  s t o r e d  e n e r g y  c a n  b e  
i n t e r p r e t e d  a s  a n  i n c r e a s e  i n  a n  e q u i v a l e n t ,  s t r a i n  d e p e n d e n t ,  f r e e  e n e r g y  W ( e ) ,  d u e  t o  
t h e  w o r k  p e r f o r m e d  d u r i n g  d e f o r m a t i o n .  F o r  f i x e d  E ,  t h e  f r e e  e n e r g y  c a n  b e  d e f i n e d  a s ,  
W ( e >  =  4  ( e )  -  u ,  ( 0 )  9  
( 3 . 3 . 2 )  
w h e r e  U E  ( e )  i s  t h e  e l e c t r o s t a t i c  e n e r g y  i n  ( 3 . 3 . 1 ) ,  d e f i n e d  a s  a  f u n c t i o n  o f  t h e  s h e a r  
s t r a i n  e  .  I t  f o l l o w s  t h a t  W ( 0 )  =  0  a n d  t h a t  t h e  s h e a r  s t r e s s  o  c a n  b e  d e f i n e d  a s ,  
I n  o r d e r  t o  f o r m  a  q u a l i t a t i v e  p i c t u r e  o f  t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  W ( e )  ( a n d  h e n c e  o )  
a n d  a  m o n o t o n i c a l l y  i n c r e a s i n g  s t r a i n e ,  c o n s i d e r  t h e  i d e a l i z e d  m i c r o s t r u c t u r e  i n  
F i g  3 . 8 ( a ) ,  [ 2 1 ] , [ 5 3 ] .  I t  c o n s i s t s  o f  a  s i m p l e  m o n o l a y e r  o f  s i n g l e  w i d t h  p a r t i c l e  c h a i n s  
s p a n n i n g  t h e  e l e c t r o d e s  a n d  p e r i o d i c a l l y  r e p e a t e d  a l o n g  t h e  e l e c t r o d e  l e n g t h .  I f  t h e  
u p p e r  e l e c t r o d e  t r a n s l a t e s  s l o w l y  r e l a t i v e  t o  t h e  l o w e r ,  t h e  c h a i n s  w i l l  d e f o r m  a f f i n e l y ,  
F i g  3 . 8 ( b ) ,  s t o r i n g  e n e r g y ,  u n t i l  s o m e  c r i t i c a l  s t r a i n  e y  < <  1  i s  r e a c h e d  F i g  3 . 8 ( c ) .  A t  
e  =  e  
t h e  c h a i n s  w i l l  s n a p  r e l e a s i n g  t h e  s t o r e d  e n e r g y .  T h e  u p p e r  c h a i n  s e g m e n t s  w i l l  
Y '  
t h e n  c o n n e c t  w i t h  t h e  a d j a c e n t  l o w e r  c h a i n  s e g m e n t s  ( i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  s h e a r )  
r e p e a t i n g  t h e  o r i g i n a l ,  u n d e f o r m e d  m i c r o s t r u c t u r e .  A s s u m i n g  e  c o n t i n u e s  t o  i n c r e a s e ,  
t h e  p r o c e s s  w i l l  s i m p l y  r e p e a t  i n  a  p e r i o d i c  f a s h i o n .  I t  f o l l o w s  t h a t  i n  t h i s  i d e a l i z e d  
m o d e l ,  t h e  p a r t i c l e  c h a i n s  u n d e r  g o  t w o  d i s t i n c t  m o t i o n s  [ 2 1 ] ,  s l o w  e l a s t i c / r e v e r s i b l e  
a f f i n e  d e f o r m a t i o n s  o f  t h e  i n i t i a l l y  a l i g n e d  c h a i n s ,  f o l l o w e d  b y  a  r a p i d  r e a r r a n g e m e n t  o f  
t h e  m i c r o s t r u c t u r e ,  i n  w h i c h  t h e  c h a i n s  s n a p  a n d  r e c o n n e c t  w i t h  a d j a c e n t  c h a i n  
s e g m e n t s .  I n  t h e  a b o v e  m o d e l  a n d  f o r  m o n o t o n i c a l l y  i n c r e a s i n g  s t r a i n e  ,  t h e  f r e e  e n e r g y  
w i l l  b e  a  p e r i o d i c  f b n c t i o n  o f e  ,  w i t h  p e r i o d e y  .  
F i g  3 . 8  I d e a l i z e d  m i c r o s t r u c t u r e  f o r  a n  E R  s u s p e n s i o n .  
F u r t h e r m o r e ,  i t  h a s  b e e n  s h o w n  i n  [ 6 3 ] ,  t h a t  t h e  c r i t i c a l  s t r a i n  e y  o f  a  p a r t i c l e  c h a i n ,  i s  
a n  i n c r e a s i n g  f u n c t i o n  o f  t h e  c h a i n  t h i c k n e s s .  A s  a n  e x t e n s i o n  o f  t h e  p r e v i o u s  m o d e l ,  
c o n s i d e r  N  m o n o l a y e r ' s ,  w i t h  i n c r e a s i n g  p a r t i c l e  t h i c k n e s s  a n d  h e n c e  i n c r e a s i n g  c r i t i c a l  
s t r a i n  0  <  e y l  <  e y 2  .  .  . e y ~  < <  1 ,  a r r a n g e d  a c r o s s  t h e  w i d t h  o f  t h e  c o n t r o l  v o l u m e ,  s e e  
F i g  3 . 9 .  A t  e a c h  i n s t a n t  t h e  t o t a l  f r e e  e n e r g y  W ,  w i l l  b e  t h e  s u m  o f  t h e  f r e e  e n e r g i e s  W i  ,
c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  i n d i v i d u a l  m o n o l a y e r s .  
F o r  c o n s t a n t  s h e a r  r a t e  e  >  0 ,  e a c h  
c o n t r i b u t i o n ,  % ,  t o  t h e  t o t a l  f r e e  e n e r g y  w i l l  b e  a  p e r i o d i c  f u n c t i o n  o f  t h e  s t r a i n ,  w i t h  
p e r i o d  e y i .  T h e r e f o r e ,  o n e  w o u l d  e x p e c t  
W  t o  b e  a n  a l m o s t  p e r i o d i c  f u n c t i o n ,  w i t h  
n o n z e r o  m e a n  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  a v e r a g e  s t o r e d  e n e r g y .  
F i g  3 . 9  N  m o n o l a y e r ' s ,  w i t h  i n c r e a s i n g  c r i t i c a l  s t r a i n ,  0  <  e , ,  <  e , , ,  .  .  . e y N  < <  1 .  
N o w  t h e  n e x t  s t e p  w i l l  b e  t o  r e l a t e  t h e  d y n a m i c s  o f  t h e  i d e a l i z e d  m i c r o s c o p i c  m o d e l  
d e s c r i b e d  a b o v e  w i t h  t h e  m a c r o s c o p i c a l l y  o b s e r v e d  d i s s i p a t i o n  i n  t h e  c o n t r o l  v o l u m e .  
I n t u i t i v e l y  o n e  w o u l d  
e x p e c t  t h a t  t h e  m a c r o s c o p i c  d i s s i p a t i o n  w o u l d  c o n t a i n  a  
c o m p o n e n t  w h i c h  i s  i n  s o m e  w a y  r e l a t e d  t o  t h e  e n e r g y  r e l e a s e d  b y  t h e  s n a p p i n g  o f  t h e  
p a r t i c l e  c h a i n s .  W h a t  i s  n o t  s o  i n t u i t i v e  i s  t h a t  t h i s  c o m p o n e n t  o f  t h e  d i s s i p a t i o n  i s  
r e s p o n s i b l e  f o r  t h e  m a c r o s c o p i c a l l y  o b s e r v e d  " B i n g h a m "  t y p e  y i e l d  s t r e s s ,  i n  e q u a t i o n  
( 3 . 1 . 1 ) .  
I n  o r d e r  t o  d e v e l o p  a  q u a l i t a t i v e  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  t o t a l  d i s s i p a t i o n  i n  a n  E R  s u s p e n s i o n  
s u b j e c t  t o  c o n s t a n t  s h e a r ,  a  d i s s i p a t i o n  i n e q u a l i t y  s i m i l a r  t o  ( 3 . 2 . 9 )  i s  r e q u i r e d  f o r  t h e  
c o n t r o l  v o l u m e  i n  F i g  3 . 7 .  I n  [ 2 1 ]  a n d  [ 6 6 ] ,  i t  h a s  b e e n  s h o w n  t h a t  f o r  a  s t a t i s t i c a l l y  
h o m o g e n e o u s  s u s p e n s i o n ,  t h e  a r e a l  a v e r a g e  i n s t a n t a n e o u s  s h e a r  s t r e s s ,  o ( t )  ,  i s  c o n s t a n t  
t h r o u g h o u t  t h e  c o n t r o l  v o l u m e  a n d  i s  t h u s  e q u a l  t o  t h e  v o l u m e  a v e r a g e d  i n s t a n t a n e o u s  
s h e a r  s t r e s s .  W h i l e  t h e  E R  s u s p e n s i o n  i s  a  h i g h l y  o r d e r e d  s t r u c t u r e ,  i t  i s  s t i l l  s t a t i s t i c a l l y  
h o m o g e n o u s  [ 2 1 ] .  I t  f o l l o w s  t h a t  t h e  v o l u m e  a v e r a g e  d i s s i p a t i o n  i n e q u a l i t y  f o r  t h e  
c o n t r o l  v o l u m e ,  s u b j e c t  t o  a  c o n s t a n t  e l e c t r i c  f i e l d  a n d  c o n s t a n t  s h e a r  r a t e  e  >  0  ,  c a n  b e  
w r i t t e n  a s  
a q t )  =  o ( t ) e  -  w ( t )  2  o  
( 3 . 3 . 4 )  
w h e r e  @  a n d  W  a r e  t h e  v o l u m e  a v e r a g e d  d i s s i p a t i o n  r a t e  a n d  f r e e  e n e r g y  f o r  t h e  
c o n t r o l  v o l u m e .  T h a t  i s ,  t h e  r a t e  o f  d i s s i p a t i o n  i n  t h e  f l u i d  i s  e q u a l  t o  t h e  r a t e  o f  w o r k  
d o n e  o n  t h e  f l u i d  b y  t h e  m o v i n g  p l a t e  m i n u s  t h e  i n c r e a s e  i n  t h e  f r e e  e n e r g y  f o r  t h e  
system. Based on the previous discussion, one would expecto(t), W(t) and hence @(t) 
to be almost periodic hnctions, however the yield stress is a time averaged quantity 
since it appears constant on a macroscopic time scale. Choosing a time period T large 
enough so as to include numerous change snapping events, but macroscopically short, 
the time average of the dissipation inequality is, 
T 
Denoting by cr, = (l/T) o(s)dr , the time average shear stress and evaluating the last 
integral yields, 
Since W is bounded above and below in steady shear, the quantity [W(T) - W(O)]IT 
will be negligibly small for large enough T and so that (3.6) can be approximated by 
(3.7). 
In [2 I] it is shown that the time averaged dissipation @, can be further approximated 
by 
where is the hydrodynamic viscosity of the suspension, n is the average number of 
chain snapping episodes occurring in a time interval of length T and AW is the time 
averaged amount of energy released when the chains snap. Thus, the ration/T is the 
average temporal frequency at which the chain snapping episodes occur. Taking ey as 
the average critical strain of the chains in the control volume, then the snapping 
frequency n/T, is simply I e I/e, and so that 
Note that the energy release during chain snapping occurs very rapidly so that the 
energy dissipation for a monolayer can be approximated by a series of delta functions in 
time. It follows that taking AW to be a constant (for constantE) is only valid if the 
microstructural rearrangements occur on a time scale which is much shorter than the 
macroscopic time scale, which will be proportional to 1/) e 1 (see 1381 for a discussion 
on time scales). It would be expected that the averaged energy release AW and the 
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averaged yield strain e, would be functions of the electric field strength E. For 
simplicity in what follows, the ratio A W/e, will be replaced by a hnction of the electric 
field, r(E) = AW/ey 2 0 .  The manner in which r(E) might depend on E will be 
explored in the next section. Now decomposing the average stress a,, into a dissipative 
component ad and a conservative componentoq = aW/de, the dissipation inequality 
(3.3.9) can be rewritten 
a,, = o d d  + oqi = ode + r ( ~ ) l i l  2 0 , (3.3.10) 
or 
d .  .2  D y = o  e = y e  2 0 ,  (3.3.11) 
a, = o q e  = r ( ~ ) l e l >  0 .  (3.3.12) 
where @, is the viscous dissipation and a, will be referred to as the plastic dissipation 
since it is homogenous of degree one in e .  It follows from the discussions in Section.2 
that (3.3.12) implies the existence of a closed convex set C defined by 
C = [-r(E), r(E)] . In the discussions above it was assumed that the ER suspension was 
in steady shear and that the chains were continuously undergoing the process of 
snapping and reformation. Consider however the case when the activated suspension is 
initially in a state of zero stress, oq = 0 and hence W = 0 ,  and is subsequently subjected 
to a constant shear rate. In this case all of the chains will have to be brought up to the 
corresponding critical strain before the process of snapping and reformation can begin. 
It follows that during this initial loading process, oq E int C and that a, = 0 .  It is only 
when o%as reached bdC, that there will be plastic dissipation, a, > 0 .  A similar 
case occurs when oq E bdC and the shear rate e changes direction. In this case the 
suspension will initially unload its stored energy before beginning to stretch out in the 
opposite direction. During this period, oq E int Cand hence a, = 0 .  It is only when 
oY has reached bdC again (in the opposite direction) that the plastic dissipation will 
resume. To overcome this singularity in (3.3.12), e will be replaced by an internal 
variable rate dc and oq by its thermodynamic conjugate, A .  It follows that d. = e 
when A E bdC and dc = 0 whenA E int C , so that the plastic dissipation can be 
replaced by ,  
O,(d.) =suP{(~,ci)I A E C } = ~ ( E ) ( ~ ~  t 0 (3.3.13) 
(see Lemma 3.2.1 (a) in Section.2) and the total dissipation by,  
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@ ( P ,  d - )  =  o d d  +  r ( ~ ) l & I  2 0  .  
( 3 . 3 . 1 4 )  
T h e  t h e r r n o m e c h a n i c a l  f o r m u l a t i o n  f o r  t h i s  p h e n o m e n o l o g i c a l  m o d e l  w i l l  b e  m a d e  m o r e  
r i g o r o u s  i n  t h e  n e x t  s e c t i o n .  
3 . 4  S i m p l e  P h e n o m e n o l o g i c a l  m o d e l s  f o r  E R  f l u i d s  
I n  t h e  f o l l o w i n g  s e c t i o n s  a  n u m b e r  o f  p h e n o m e n o l o g i c a l  m o d e l s  w i l l  b e  d e v e l o p e d  f o r  
E R  s u s p e n s i o n s  i n  s h e a r ,  u s i n g  t h e  t h e r r n o m e c h a n i c a l  f r a m e w o r k  o f  S e c t i o n . 2 .  T h e  
m o d e l s  w i l l  b e  d e r i v e d  o n  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  p a r t i c l e  a n d  f l u i d  R e y n o l d s  n u m b e r s  
a r e  s m a l l  e n o u g h  s o  t h a t  i n e r t i a  f o r c e s  c a n  b e  c o n s i d e r e d  n e g l i g i b l e  ( q u a s i - s t a t i c ' s ,  o r  
S t o k e s i a n  d y n a m i c s  i n  t h e  f l u i d s  l i t e r a t u r e  [ 5 6 ] ) .  I n  a d d i t i o n  a l l  d e f o r m a t i o n s  a r e  
a s s u m e d  t o  b e  i s o t h e r m a l  a n d  i s o c h o r i c  ( u n a v o i d a b l e  i n  o n e  d i m e n s i o n ) .  T h e  m o d e l s  
w i l l  b e  c o n s t r u c t e d  u s i n g  i d e a l i s e d  " l i n e a r "  r h e o l o g i c a l  e l e m e n t s ,  a l o n g  t h e  l i n e s  o f  
g e n e r a l i s e d  s t a n d a r d  m a t e r i a l s ,  [ 3 7 ] .  T h e  p r i m a r y  r e a s o n  i s  t h a t  t h i s  a p p r o a c h  w i l l  
g r e a t l y  s i m p l i f j ,  l a t e r  a n a l y s i s  a n d  a l l o w s  f o r  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  c l o s e d  f o r m ,  a b s o l u t e l y  
s t a b l e  i n t e g r a t i o n  a l g o r i t h m s  [ 4 1 ] .  D u e  t o  t h e  r a t h e r  s i n g u l a r  n a t u r e  o f  e l a s t i c - p l a s t i c  
t y p e  m o d e l s ,  q u e s t i o n s  o f  e x i s t e n c e  a n d  u n i q u e n e s s  o f  s o l u t i o n s  i s  q u i t e  a  b i t  m o r e  
c o m p l i c a t e d  t h a n  i n  t h e  s m o o t h  c a s e .  S o  a s  n o t  t o  c o m p l i c a t e  t h e  p r e s e n t a t i o n ,  t h e  
r e q u i r e d  t h e o r e m s  a r e  g i v e n  i n  § C .  
S i m p l e  e l a s t i c - p l a s t i c  m o d e l  
C o n s i d e r  t h e  c a s e  w h e r e  a  f i x e d  e l e c t r i c  f i e l d  h a s  b e e n  a p p l i e d  t o  a  s t a t i c  E R  s u s p e n s i o n  
( u n d e f o r m e d  a n d  s t r e s s  f r e e ) .  A f t e r  s u f f i c i e n t  t i m e  f o r  t h e  s u s p e n s i o n  c h a i n  s t r u c t u r e  t o  
a c h i e v e  a  s t e a d y  s t a t e  h a s  e l a p s e d ,  a  m o n o t o n i c a l l y  i n c r e a s i n g  s t r a i n  i s  a p p l i e d  t o  t h e  
m o v a b l e  e l e c t r o d e  ( a t  a  s u f f i c i e n t l y  s l o w  r a t e ) .  A t  f i r s t  t h e  r e s p o n s e  w i l l  b e  
p r e d o m i n a n t l y  e l a s t i c ,  d u e  t o  r e v e r s i b l e  s t r e t c h i n g  a n d  d e f o r m a t i o n  o f  t h e  p a r t i c l e  
c h a i n s .  I n  t h e  v i c i n i t y  o f  s o m e  c r i t i c a l  s t r a i n ,  t h e  p a r t i c l e  c h a i n s  w i l l  b e g i n  t h e  p r o c e s s  
o f  b r e a k a g e  a n d  r e f o r m a t i o n .  A t  t h i s  p o i n t  t h e  s t o r a g e  o f  m e c h a n i c a l  e n e r g y  w i l l  c e a s e  
a n d  t h e r e  w i l l  b e  a  l a r g e  i n c r e a s e  i n  t h e  m e c h a n i c a l  d j s s i p a t i o n .  T h e  d i s s i p a t i o n  c a n  b e  
b r o k e n  u p  i n t o  t w o  " a l m o s t "  i n d e p e n d e n t  c o m p o n e n t s  ( 3 . 3 . 1 1 )  a n d  ( 3 . 3 . 1 2 ) .  T h e  f i r s t  
c o m p o n e n t ,  w h i c h  i s  h o m o g e n o u s  o f  d e g r e e  t w o  i n  t h e  s t r a i n  r a t e ,  i s  d u e  t o  t h e  s h e a r  
f l o w  o f  t h e  b a s e  f l u i d .  T h e  s e c o n d  c o m p o n e n t  i s  p o s i t i v e l y  h o m o g e n o u s  o f  d e g r e e  o n e  
i n  t h e  s h e a r  r a t e  a n d  i s  d u e  t o  t h e  c o n t i n u o u s  p r o c e s s  o f  b r e a k a g e  a n d  r e f o r m a t i o n  o f  t h e  
e l e c t r o d e  s p a n n i n g  c h a i n s .  I n  t h i s  i d e a l i s e d  c a s e  t h e  l a t t e r  c o m p o n e n t  i s  s i n g u l a r  i n  t h e  
s e n s e  t h a t  i t  o n l y  o c c u r s  w h e n  t h e  a p p l i e d  s t r a i n  h a s  r e a c h e d  s o m e  c r i t i c a l  v a l u e .  
N o w  c o n s i d e r  t h e  c a s e ,  w h e r e  t h e  s u s p e n s i o n  i s  a l r e a d y  i n  s t e a d y  s h e a r  a n d  t h e  c h a i n s  
a r e  s n a p p i n g  a n d  r e f o r m i n g  c o n t i n u o u s l y .  I f  a t  s o m e  p o i n t  t h e  s t r a i n  r a t e  r e v e r s e s ,  t h e  
c h a i n s  w i l l  c e a s e  t h e  p r o c e s s  o f  b r e a k a g e  a n d  r e f o r m a t i o n  a n d  w i l l  c o m o v e  w i t h  t h e  
f l u i d  u n t i l  t h e y  a r e  o n c e  a g a i n  a l i g n e d  w i t h  t h e  e l e c t r i c  f i e l d .  D u r i n g  t h i s  p h a s e  t h e  r a t e  
i n d e p e n d e n t  d i s s i p a t i o n  w i l l  c e a s e  a n d  t h e  c h a i n s  w i l l  r e t u r n  t h e  s t o r e d  e l a s t i c  t y p e  
e n e r g y ,  i n  t h e  f o r m  o f  s t r e s s  w o r k .  S u b s e q u e n t l y  t h e  c h a i n s  w i l l  s t r e t c h  o u t  i n  t h e  
o p p o s i t e  d i r e c t i o n  ( s t o r i n g  e n e r g y )  u n t i l  t h e y  a r e  o n c e  a g a i n  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  c r i t i c a l  
s t r a i n  a n d  t h e  p r o c e s s  r e p e a t s .  
T h e  s i m p l e s t  r h e o l o g i c a l  m o d e l  w h i c h  c a p t u r e s  t h e  b a s i c  b e h a v i o u r s  d e s c r i b e d  a b o v e  
c o n s i s t s  o f  a  s e r i e s  c o m b i n a t i o n  o f  a  l i n e a r  e l a s t i c  e l e m e n t  a n d  a  p l a s t i c  e l e m e n t  ( E P )  i n  
p a r a l l e l  w i t h  a  l i n e a r  v i s c o u s  e l e m e n t  F i g  3 . 1 0 .  T h e  c a s e  o f  c o n s t a n t  e l e c t r i c  f i e l d  w i l l  
b e  c o n s i d e r e d  f i r s t ,  s o  t h a t  t h e  e l a s t i c  m o d u l u s  G  >  0 ,  v i s c o u s  f r i c t i o n  c o e f f i c i e n t  
q , ,  >  0 ,  t h e  y i e l d  s t r e s s  r  >  0  o f  t h e  f r i c t i o n  e l e m e n t ,  c a n  b e  c o n s i d e r e d  c o n s t a n t .  I t  i s  
a s s u m e d  t h a t  t h e  m o d e l  i n i t i a l l y  p o s s e s s  u n i t  l e n g t h  ( a n d  u n i t  a r e a ) .  T h e  s y s t e m  i s  
s u b j e c t  t o  a  t o t a l  s t r a i n e ,  w h i c h  c a n  b e  d e c o m p o s e d  i n t o  a n  e l a s t i c l r e v e r s i b l e  s t r a i n  s  
a c r o s s  t h e  e l a s t i c  e l e m e n t  a n d  a  p l a s t i c / i r r e v e r s i b l e  s t r a i n  a  o n  t h e  f r i c t i o n  e l e m e n t .  
e = s + a  ( 3 . 4 . 1 )  
F i g  3 . 1 0  E l a s t i c - p l a s t i c  ( E P )  m o d e l  i n  p a r a l l e l  w i t h  l i n e a r  v i s c o u s  e l e m e n t  
P l a c e d  i n  t h e  t h e r m o d y n a m i c  f r a m e w o r k  o f  S e c t i o n . 2 ,  t h e  t o t a l  s t r a i n  e ,  a n d  t o t a l  
s t r e s s  o  ,  t a k e  t h e  p l a c e  o f  t h e  o b s e r v a b l e  v a r i a b l e  x  a n d  i t s  a s s o c i a t e d  f o r c e  X  .  
L i k e w i s e  t h e  p l a s t i c  s t r a i n  t a k e s  t h e  p l a c e  o f  t h e  i n t e r n a l  v a r i a b l e .  F r o m  F i g  3 . 1 0  i t  c a n  
b e  s e e n  t h a t  t h e  e l a s t i c  e l e m e n t  p r o v i d e s  t h e  o n l y  m e a n s  o f  s t o r i n g  e n e r g y ,  w h i l e  b o t h  
t h e  v i s c o u s  a n d  f r i c t i o n  e l e m e n t s  c a n  o n l y  d i s s i p a t e  e n e r g y .  I t  f o l l o w s  t h a t  t h e  f r e e  
e n e r g y  a n d  t h e  d i s s i p a t i o n  h n c t i o n  d e s c r i b i n g  t h i s  m o d e l  a r e ,  
@ ( i ,  h )  =  @, ( i )  +  Q P  ( h )  =  q V i 2  +  r l h l .  
( 3 . 4 . 3 )  
S i n c e  t h e  v i s c o u s  c o m p o n e n t @ ,  ,  i s  h o m o g e n o u s  o f  d e g r e e  t w o  i n e ,  a n d  t h e  p l a s t i c  
c o m p o n e n t  @ , ,  i s  
p o s i t i v e l y  h o m o g e n o u s  o f  d e g r e e  o n e  i n  h  ,  t h e  c o r r e s p o n d i n g  
d i s s i p a t i o n  p o t e n t i a l  i s  
1 2  
D ( e ,  h )  =  D ,  ( e )  +  D p  ( & )  =  -  q v e  +  r l h l .  
( 3 . 4 . 4 )  
2  
T h e  c o n s t i t u t i v e  e q u a t i o n s  d e s c r i b i n g  t h e  m o d e l  c a n  n o w  b e  o b t a i n e d  f r o m  ( 3 . 4 . 2 )  a n d  
( 3 . 4 . 4 )  b y  a p p l y i n g  t h e  f o r m u l a  i n  T a b l e  3 . 1  
A  E  d D p  =  r d l h l ,  ( 3 . 4 . 7 )  
U s i n g  t h e  i n c l u s i o n  ( 3 . 4 . 7 )  i t  i s  p o s s i b l e  t o  c o n s t r u c t  t h e  y i e l d  
f u n c t i o n  f  ( A )  = I  A  1  - r  S O ,  a n d  t h e  c l o s e d  c o n v e x  s e t  ( c l o s e d  l i n e  s e g m e n t )  o f  
a d m i s s i b l e  f o r c e s  C  =  [ - r ,  r ]  =  { A  E  '93 1  f  ( A )  _ <  0 ) .  A p p l y i n g  L e m m a  3 . 2 . 1 ,  t h e  d u a l  
p l a s t i c  p o t e n t i a l  D; ( A ) ,  i s  t h e  i n d i c a t o r  f u n c t i o n  I ( A ;  C )  o f  t h e  c o n v e x  s e t  C  .  T h e  
e v o l u t i o n  e q u a t i o n  f o r  a  i s  g i v e n  b y  
d !  E  a D i  ( A )  =  N ( A ;  C ) .  
( 3 . 4 . 8 )  
U s i n g  G a !  =  G e  -  A ,  a n d  t h e  d e f i n i t i o n  o f  t h e  n o r m a l  c o n e  i n  ( 3 . 2 . 1 6 ) ,  i t  f o l l o w s  t h a t  
( 3 . 4 . 8 )  i s  e q u i v a l e n t  t o  t h e  v a r i a t i o n a l  i n e q u a l i t y  ,  I ~ ( t ) 1  I r , V t  2  0  
~ ( h ( t ) ,  ~ ( t )  -  a )  =  ( ~ i ( t )  - A ( t ) ,  ~ ( t )  - a )  2  o  v l c l  < r ,  
( 3 . 4 . 9 )  
w i t h  i n i t i a l  c o n d i t i o n  A ( 0 )  = A o  E  r [ - 1 , 1 ] .  I n  5 C . 3 ,  i t  i s  s h o w n  t h a t  f o r  e a c h  
e  E  C o s l  ( % + ;  % )  ( w h e r e  C 0 - I ( % + ;  % )  i s  t h e  s p a c e  i f  L i p s c h i t z  f u n c t i o n s  % +  I+ % ) ,  a n d  
e a c h  i n i t i a l  c o n d i t i o n  A ,  E  [ - r ,  r ]  ,  ( 3 . 4 . 9 )  h a s  a  u n i q u e  s o l u t i o n  A  E  c O , ' ( % + ;  % )  
( i m p l y i n g  e x i s t e n c e  a n d  u n i q u e n e s s  o f  a !  ) .  D u e  t o  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  r  >  0 ,  t h e  y i e l d  
h n c t i o n  f  ( A )  i s  d i f f e r e n t i a b l e  a t  f  ( A )  =  0 ,  s o  t h a t  t h e  e v o l u t i o n  e q u a t i o n  ( 3 . 4 . 8 )  c a n  
b e  w r i t t e n  a s  
( i . e .  n ( A )  =  A / ( A ( )  s u b j e c t  t o  t h e  c o m p l i m e n t a r y  c o n d i t i o n s  
A . 2 0 ,  f  I O , A f  = O  a n d  A.f = 0 .  
( 3 . 4 . 1  1 )  
T h e  c o n d i t i o n s  a b o v e  i m p l y  t h a t  A .  2  0  i s  p e r m i t t e d  o n l y  i f  f  ( A )  =  0  a n d  f  ( A )  =  0 .  
E v a l u a t i n g  f  ( A )  a t  f  ( A )  =  0  y i e l d s  f  ( A )  =  n ( A ) G i  -  G A  =  0 .  T h u s ,  i f  n ( A ) i  5 0  
t h e n  A .  =  0  .  S i m i l a r l y  i f  n ( A ) i  >  0  t h e n  A  =  n ( A ) Q  e n s u r e s  f  ( A )  =  0 .  C o m b i n i n g  t h e  
a b o v e  r e s u l t s ,  w i t h  ( 3 . 4 . 6 ) ,  y i e l d s  t h e  d i s c o n t i n u o u s  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  
0  i f  W  =  r  a n d  A e ( t )  >  0 ,  
G e ( t )  o t h e r w i s e .  
I n  a  s i m i l a r  f a s h i o n  t h e  d i s s i p a t i o n  ( 3 . 4 . 3 )  c a n  b e  w r i t t e n  a s  
l l v i 2  +  r i e l  
i f  I A ~  =  r  a n d  A e ( t )  >  0 ,  
v V e 2  o t h e r w i s e ,  
w h i c h  s h o u l d  b e  c o m p a r e d  w i t h  ( 3 . 3 . 1  I ) ,  ( 3 . 3 . 1 2 )  a n d  t h e  s u b s e q u e n t  d i s c u s s i o n .  T o  
o b t a i n  m o r e  i n s i g h t  i n t o  i r r e v e r s i b l e  b e h a v i o u r  o f  t h e  m o d e l ,  t h e  l o a d i n g / u n l o a d i n g  
b e h a v i o u r  o f  t h e  e l a s t i c - p l a s t i c  e l e m e n t  w i l l  b e  e x a m i n e d  i n  i s o l a t i o n .  
F i g  3 . 1 1  L o a d i n g - u n l o a d i n g  b e h a v i o u r  o f  t h e  e l a s t i c - p l a s t i c  m o d e l  
R e f e r r i n g  t o  F i g  3 . 1  1 ,  i f  a  p o s i t i v e  s t r a i n  r a t e  i s  a p p l i e d  t o  t h e  E P  m o d e l  ( i n i t i a l l y  a t  
( 0 , 0 ) ) ,  t h e  s t r e s s  w i l l  i n i t i a l l y  i n c r e a s e  l i n e a r l y  w i t h  e ,  s t o r i n g  e n e r g y  i n  t h e  e l a s t i c  
e l e m e n t .  W h e n  t h e  s t r a i n  r e a c h e s  t h e  p o i n t  a  =  r / G  ,  ( t h e  e l a s t i c  y i e l d  s t r a i n ) ,  A  w i l l  b e  
a t  t h e  b o u n d a r y  o f  t h e  s e t  C  a n d  e q u a l  t o r  s g n ( c i )  .  T h e  s y s t e m  w i l l  t h u s  s t o p  s t o r i n g  
e n e r g y  a n d  s t a r t  d i s s i p a t i n g  a t  a  r a t e  0 ,  =  r i b 1  .  I f  a t  p o i n t  b  ,  t h e  s t r a i n  r a t e  r e v e r s e s  s i g n ,  
t h e  f r i c t i o n  e l e m e n t  w i l l  l o c k  u p  a n d  t h e  s t r e s s  w i l l  b e g i n  t o  d e c r e a s e  ( u n l o a d i n g )  r e -  
e n t e r i n g  i n t  C  .  A s  t h e  s t r e s s  d e c r e a s e s  b a c k  t o  z e r o ,  a l l  o f  t h e  s t o r e d  e n e r g y  w i l l  b e  
r e s t o r e d  i n  t h e  f o r m  o f  s t r e s s  w o r k .  W h e n  A  =  0 ,  t h e  s y s t e m  w i l l  h a v e  a c c u m u l a t e d  a  
p l a s t i c  s t r a i n a ,  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  p o i n t  c .  C o m p a r i n g  t h e  a b o v e  d e s c r i p t i o n  w i t h  
t h a t  g i v e n  a t  t h e  s t a r t  o f  t h i s  s e c t i o n ,  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  t h e  E - P  e l e m e n t  r e p r o d u c e s  t h e  
r e s p o n s e  o f  t h e  i d e a l i z e d  m i c r o - s t r u c t u r a l  m o d e l  o f  S e c t i o n . 3 .  N o t e  t h a t  t h e  i m p o r t a n t  
d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  E P  e l e m e n t  a n d  r h e o l o g i c a l  m o d e l s  o f  t h e  r e l a x a t i o n  t y p e  i s  t h a t  
t h e  a b s e n c e  o f  a  c h a r a c t e r i s t i c  t i m e  ( r a t e  i n d e p e n d e n c e ) ,  w h i c h  a l l o w s  t h e  E P  m o d e l  t o  
s u s t a i n  a  s t r e s s  i n  t h e  a b s e n c e  o f  f l o w  ( e  =  O ) ,  a s  a p p a r e n t  i n  ( 3 . 4 . 1 2 ) .  
T i m e  v a r y i n g  e l e c t r i c  f i e l d  
T h e  n e x t  q u e s t i o n  i s ,  h o w  s h o u l d  a  t i m e  v a r y i n g  e l e c t r i c  f i e l d  b e  i n c o r p o r a t e d  i n t o  t h e  
s i m p l e  E P  m o d e l .  F o r  t h e  p r e s e n t  p u r p o s e s  i t  w i l l  b e  a s s u m e d  t h a t  t h e  e l e c t r i c  f i e l d  
s a t i s f i e s  E  E  c O , '  ( % + ;  % )  f l  [ 0 ,  E l ,  w h e r e  E  i s  s o m e  p o s i t i v e  c o n s t a n t  p o s s i b l y  
c o r r e s p o n d i n g  w i t h  t h e  d i e l e c t r i c  b r e a k d o w n  o f  t h e  f l u i d .  T h e  L i p s c h i t z  c o n s t a n t  f o r  E  
i s  a s s u m e d  t o  b e  s m a l l  e n o u g h ,  s o  t h a t  t h e  c o r r e s p o n d i n g  p o l a r i z a t i o n  d y n a m i c s  ( c h a i n  
f o r m a t i o n )  c a n  b e  c o n s i d e r e d  a s  i n s t a n t a n e o u s  a n d  c o m p l e t e l y  r e v e r s i b l e .  
I n  a d d i t i o n  t h e  p u r e l y  v i s c o u s  c o m p o n e n t  o f  t h e  s t r e s s  r y e ,  w i l l  b e  i g n o r e d ,  s i n c e  i t  i s  
a s s u m e d  t o  b e  f i e l d  i n d e p e n d e n t  a n d  c a n  a l w a y s  b e  a d d e d  t o  t h e  m o d e l  l a t e r .  T h a t  r  
m u s t  b e  a n  i n c r e a s i n g  f u n c t i o n  o f  E  i s  o b v i o u s ,  i f  t h e  d i s s i p a t i o n  i s  t o  m a t c h  t h a t  o f  t h e  
B i n g h a m  m o d e l .  H o w e v e r  t h i s  d o e s  n o t  a n s w e r  t h e  q u e s t i o n  s i n c e  t h e  y i e l d  s t r e s s  c a n  b e  
e q u i v a l e n t l y  d e f i n e d  a s  r  =  G e ,  .  T h u s  t h e r e  a r e  t w o  i n d e p e n d e n t  q u a n t i t i e s  a v a i l a b l e ,  t h e  
e l a s t i c  m o d u l u s  G  a n d  t h e  e l a s t i c  y i e l d  s t r a i n  e , .  .  U n f o r t u n a t e l y  t h e r e  i s  l i t t l e  c o n c l u s i v e  
e v i d e n c e  t o  g u i d e  t h e  c h o i c e .  T h e  m o s t  p o p u l a r  m e t h o d  f o r  a n a l y s i n g  t h e  e f f e c t  o f  
d i f f e r e n t  l e v e l s  o f  e l e c t r i c  f i e l d  o n  t h e  r e s p o n s e  o f  E R  f l u i d s ,  i s  t o  s u b j e c t  t h e  f l u i d  t o  
o s c i l l a t o r y  s h e a r  a n d  u s e  s o m e  f o r m  o f  h a r m o n i c  a n a l y s i s  t o  c a l c u l a t e  t h e  f l u i d  s t o r a g e  
a n d  l o s s  m o d u l i ,  o v e r  a  r a n g e  o f  f r e q u e n c i e s ,  s t r a i n  a m p l i t u d e s  a n d  f i e l d  s t r e n g t h s  [ 5 2 ] .  
A  c o m m o n  c o n c l u s i o n  o f  s u c h  a n a l y s i s ,  i s  t h a t  t h e  e l a s t i c  m o d u l u s  v a r i e s  q u a d r a t i c a l y  
w i t h  E ,  
w h i l e  t h e  s t r a i n  a m p l i t u d e  a t  w h i c h  t h e  f l u i d  r e s p o n s e  t r a n s i t i o n s  f r o m  
r e v e r s i b l e  t o  i r r e v e r s i b l e  b e h a v i o u r ,  r e m a i n s  r e l a t i v e l y  c o n s t a n t  f o r  E  g r e a t e r  t h a n  s o m e  
t h r e s h o l d ,  s a y E T ,  [ 5 3 ] [ 6 0 ] .  O n  t h e  o t h e r  h a n d ,  i n  [ 6 1 ]  a n d  [ 3 2 ]  i t  w a s  c o n c l u d e d  t h a t  
t h e  e l a s t i c  m o d u l u s  r e m a i n s  c o n s t a n t  f o r  E  g r e a t e r  t h a t  s o m e  s m a l l  t h r e s h o l d  E T ,  a n d  
t h a t  i t  i s  t h e  y i e l d  s t r a i n  w h i c h  v a r i e s  q u a d r a t i c a l y  f o r E  E  [ E , . , E ] .  H o w e v e r ,  i t  i s  
d i f f i c u l t  t o  c o m p a r e  t h o s e  r e s u l t s  t h a t  a r e  a v a i l a b l e ,  d u e  t o  t h e  d i f f e r i n g  c h e m i c a l  
c o m p o s i t i o n s  o f  t h e  E R  s u s p e n s i o n s  a n d  t h e  d i f f e r e n t  e x p e r i m e n t a l  a p p a r a t u s  u s e d .  
F u r t h e r m o r e ,  t o  m a k e  c o n c l u s i o n s  b a s e d  o n  l i n e a r  h a r m o n i c  a n a l y s i s  s e e m s  a  b i t  
d u b i o u s  g i v e n  t h e  o b v i o u s  n o n l i n e a r  n a t u r e  o f  t h e  s y s t e m .  I n  o r d e r  t o  g a i n  s o m e  i n s i g h t ,  
t h e  t h e r m o d y n a m i c  i m p l i c a t i o n s  o f  e a c h  c h o i c e  w i l l  b e  a n a l y z e d  b r i e f l y .  
I n  t h i s  c a s e  t h e  o b s e r v a b l e  v a r i a b l e s  a r e  c h o s e n  a s  t h e  s u s p e n s i o n  p o l a r i z a t i o n  p e r  u n i t  
v o l u m e  P  ( c o n j u g a t e  t o  E )  a n d  t h e  e l a s t i c  s t r a i n  e  .  T h e  i n t e r n a l  v a r i a b l e  o n c e  a g a i n  
c o r r e s p o n d s  w i t h  t h e  i r r e v e r s i b l e  s t r a i n  a c r o s s  t h e  p l a s t i c  e l e m e n t .  U s i n g  t h e  p a r t i a l  
L e g e n d r e  t r a n s f o r m  r ( e ,  E ,  a )  =  W ( e ,  P ,  a )  -  P E  a n d  i n e q u a l i t y  ( 6 )  o f  T a b l e  3 . 1  l e a d s  
t o  t h e  d i s s i p a t i o n  i n e q u a l i t y  
@ = ~ + - P E - @ ( ~ , E , ~ ) > O  ,
w h i c h  y i e l d s  t h e  s t a t e  l a w s ,  
-  -  
a w  
o = -  
a w  
p = - -  
a w  
a n d  A = - - ,  
a e  y  a E  d a  
B a s e d  o n  ( 3 . 3 . 1 )  a n d  ( 3 . 3 . 2 )  a  s i m p l e  c h o i c e  f o r  
i s  
w h e r e  x  a n d  6  > >  e: a r e  s u i t a b l y  d i m e n s i o n e d  p o s i t i v e  c o n s t a n t s .  C o m p a r i n g  ( 3 . 4 . 1 6 )  
w i t h  ( 3 . 3 . 1 ) - ( 3 . 3 . 2 )  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  ~ [ 6  -  ( e  -  a 1 2 ]  r e p r e s e n t s  t h e  d e f o r m a t i o n  
d e p e n d e n t ,  a v e r a g e d  c a p a c i t a n c e  o f  t h e  s u s p e n s i o n  ( p e r  u n i t  v o l u m e ) .  R e c a l l i n g  t h a t  t h e  
p o l a r i z a t i o n  d y n a m i c s  a r e  a s s u m e d  t o  b e  i n s t a n t a n e o u s  a n d  r e v e r s i b l e ,  a  s u i t a b l e  
d i s s i p a t i o n  f u n c t i o n  i s  
@ ( & ;  E )  =  D p  ( & ;  E )  =  X ~ 2 e ,  (  &  12 0  ,  ( 3 . 4 . 1 7 )  
( i . e . G  =  X ~ 2 ) ,  i n  w h i c h  t h e  e l e c t r i c  f i e l d  a c t s  a s  a  p a r a m e t e r .  T h e  c o r r e s p o n d i n g  
c o n s t i t u t i v e  e q u a t i o n s  a r e  a s  f o l l o w s ,  
a w  
o - = -  
d e  =  x E 2  ( e  -  a ) ,  
E q u a t i o n  ( 3 . 4 . 2 1 )  l e a d s  t o  t h e  d e f i n i t i o n  o f  t h e  s e t  o f  a d m i s s i b l e  s t r e s s e s  
C  =  {A E  9 3  I  f  ( A ;  E )  = I  A  I  - X E 2 e ,  5  0 )  ,  F o r  t h e  p r e s e n t  p u r p o s e s  t h e  c o n s t r a i n t s  o n  
t h e  s y s t e m  a r e  m o r e  c o n v e n i e n t l y  d e f i n e d  i n  t e r m s  o f  a  c l o s e d  c o n v e x  s e t  o f  a d m i s s i b l e  
e l a s t i c  s t r a i n s  s  =  ( e  - a ) ,  C ,  =  { s  E  %  1  f ,  ( s ;  E )  = I  s  I  - e l  5  0 ) .  N o w  f o l l o w i n g  t h e  s a m e  
r e a s o n i n g  a s  b e f o r e ,  t h e  e v o l u t i o n  e q u a t i o n  f o r  a  i s ,  h  E  N ( s ; C , )  o r  
e q u i v a l e n t l y l s ( t ) l  5  r ,  ' d t  2  0  
( b ( t ) ,  s ( t )  -  q )  =  ( i ( t )  -  i ( t ) ,  s ( t )  -  q )  2  0  b ' l p l  S e ,  ,  
( 3 . 4 . 2 2 )  
w i t h  i n i t i a l  c o n d i t i o n  s ( 0 )  E  [ - e , . ,  e , ] .  F o r  t h i s  m o d e l  t o  m a k e  a n y  p h y s i c a l  s e n s e ,  t h e  
y i e l d  s t r a i n  e ,  m u s t  a l s o  t e n d  t o  z e r o  w i t h  E ,  s i n c e  o t h e r w i s e  t h e  e l a s t i c  s t r a i n  w o u l d  
c o n t i n u e  t o  e v o l v e  e v e n  a s  E  +  0 .  T h i s  i s s u e  w i l l  b e  t a c t f u l l y  i g n o r e d  a t  p r e s e n t ,  b u t  
c a n  b e  d e a l t  w i t h  u s i n g  m e t h o d s  p r e s e n t e d  s h o r t l y .  B e c a u s e  t h e  m o d e l  a u t o m a t i c a l l y  
s a t i s f i e s  t h e  d i s s i p a t i o n  i n e q u a l i t y  ( 3 . 4 . 1 4 ) ,  i t  i s  t e c h n i c a l l y ,  t h e r m o d y n a m i c a l l y  
a d m i s s i b l e .  T h i s  i s  s l i g h t l y  d e c e i v i n g  h o w e v e r  a s  w i l l  n o w  b e  s h o w n .  C o n s i d e r  t h e  
m e c h a n i c a l  s t r a i n  e n e r g y ,  w h i c h  i s  o b t a i n e d  f r o m  ( 3 . 4 . 1 6 )  a s ,  
1  2  
~ ( e , a r ; E ) = W ( e , ~ , a ) - ~ ( ~ , E , ~ ) = - ~ E ~ ( e - a )  ,  ( 3 . 4 . 2 3 )  
2  
i n  w h i c h  E  a c t s  a s  a  p a r a m e t e r .  T h e  p u r e l y  m e c h a n i c a l  d i s s i p a t i o n  i n e q u a l i t y ,  
@, =  o e -  E w ,  ( e , a ;  E ) ,  
( 3 . 4 . 2 4 )  
C D ,  =  A b - X ~ ~ ( e - a ) 2  =  X ~ 2 e , l b l - X ~ ~ ( e - a ) 2 ,  ( 3 . 4 . 2 5 )  
i s  s i g n  i n d e f i n i t e .  I n  p a r t i c u l a r ,  w h e n  i b l =  0  t h e  d i s s i p a t i o n  w i l l  b e  n e g a t i v e  f o r  E  >  0 .  
T h e  c o n s e q u e n c e  o f  t h i s  i s  t h a t  t h e  m a p  i  - +  o  i s  n o  l o n g e r  p a s s i v e ,  f o r  E  >  0 ,  w h i c h  i s  
d u e  t o  t h e  a d d i t i o n a l  e n e r g y  s u p p l y  r a t e  P E  a p p e a r i n g  i n  ( 3 . 4 . 1 4 ) .  
T o  e x a m i n e  t h e  p h y s i c a l  c o n s e q u e n c e s  o f  s u c h  b e h a v i o u r ,  c o n s i d e r  c o u p l i n g  t h e  
d a m p e d  o s c i l l a t o r ,  i  +  2 i  +  x  =  0  w i t h  t h e  E P  m o d e l .  S e t t i n g  s  =  ( e  -  a ) ,  G  =  E ~  a n d  
e , .  =  1  y i e l d s  
x + ~ x + x + E ( ~ ) ~ s = o  ,  ( 3 . 4 . 2 6 )  
( x - s , s - S ) ~ O  ~ l ~ ( l 1 ,  ( 3 . 4 . 2 7 )  
I f  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  a r e  t a k e n  t o  b e  x ( 0 )  =  0 ,  x ( 0 )  =  . 4 ,  s ( 0 )  =  - . 4 ,  E ( 0 )  =  1  a n d  
E ( 0 )  =  0 ,  t h e  s y s t e m  w i l l  b e  i n  e q u i l i b r i u m .  N o w  i f  E  i s  v a r i e d  a c c o r d i n g  t o  E ( t )  =  1  f o r  
0  <  t  <  2  a n d  E ( t )  =  1  +  . 2 ( t  -  2 )  f o r  t  2  2 ,  t h e  E P  m o d e l  w i l l  d i s p l a c e  t h e  o s c i l l a t o r ,  
o v e r c o m i n g  t h e  r e s t o r i n g  f o r c e  -  x ,  F i g  3 . 1 2 .  W h i l e  E R  f l u i d s  m a y  d i s p l a y  t h i s  f o r m  o f  
b e h a v i o u r ,  t o  t h e  a u t h o r ' s  k n o w l e d g e  e x p e r i m e n t a l  e v i d e n c e  h a s  n e v e r  b e e n  r e p o r t e d .  
I n d e e d  E R  f l u i d  d a m p e r s  a r e  u s u a l l y  r e g a r d e d  a s  p r o v i d i n g  a  p a s s i v e  o r  d i s s i p a t i v e  m a p  
b e t w e e n  e  a n d  o  ,  w h o s e  d i s s i p a t i v e  p r o p e r t i e s  a l o n e  c a n  b e  m o d u l a t e d  b y  v a r y i n g  t h e  
e l e c t r i c  f i e l d  s t r e n g t h  ( s e e  5 2 . 3 ) .  
T i m e  
F i g  3 . 1 2  A f f e c t  o f  t i m e  v a r y i n g  s t i f f n e s s  
R e c a l l  t h a t  a  m o d e l  w i t h  p o s i t i v e  d e f i n i t e  f r e e  e n e r g y ,  W ,  d e f i n e s  a  p a s s i v e  m a p  
b e t w e e n  e  a n d  o  i f  i t  s a t i s f i e s  t h e  d i s s i p a t i o n  i n e q u a l i t y  
o i - w  2  0 .  ( 3 . 4 . 2 8 )  
A  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n  f o r  a  m o d e l  t o  s a t i s @  i n e q u a l i t y  ( 3 . 4 . 2 8 )  i s  t h a t  t h e  f r e e  e n e r g y  
d e p e n d s  o n l y  o n  t h e  s t r a i n  a n d  t h e  i n t e r n a l  v a r i a b l e s  a n d  t h a t  t h e  d i s s i p a t i o n  p o t e n t i a l ,  
D ( e ,  c i ;  E )  ,  i s  n o n n e g a t i v e ,  s a t i s f i e s  D ( 0 , O ;  E )  =  0  a n d  i s  c o n v e x  i n  e  a n d  d .  
u n i f o r m l y  i n  t h e  e l e c t r i c  f i e l d ,  E  .  T h i s  s t a t e m e n t  c a n  b e  v e r i f i e d  u s i n g  t h e  f o r m u l a  i n  
T a b l e  3 . 1  
w h e r e  n o n - n e g a t i v i t y  o f  t h e  f i n a l  t e r m  f o l l o w s  f r o m  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  D ( 0 , O ; E )  =  0 ,  
t h e  d e f i n i t i o n  o f  t h e  s u b d i f f e r e n t i a l  o f  a  c o n v e x  f u n c t i o n  i n  ( 3 . 2 . 1 5 ) .  T h i s  w i l l  b e  t h e  
a p p r o a c h  t a k e n  t h r o u g h  o u t  t h e  r e m a i n d e r  o f  t h i s  c h a p t e r .  
C o n s i d e r  n o w  t h e  e f f e c t  o f  v a r y i n g  e ,  i n  p r o p o r t i o n   t o ^ ^  ,  w h i l e  k e e p i n g  t h e  m o d u l u s  
G  c o n s t a n t  ( o n c e  a g a i n  t h e  p u r e l y  v i s c o u s  s t r e s s  w i l l  i g n o r e d ) .  S i n c e  G  i s  c o n s t a n t ,  t h i s  
h a s  t h e  s a m e  e f f e c t  a s  v a r y i n g  r ( E )  =  G e , ( E )  i n  p r o p o r t i o n  t o  E 2 .  R e f e r r i n g  b a c k  t o  
( 3 . 4 . 2 )  a n d  ( 3 . 4 . 6 )  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  t h e  m e c h a n i c a l  f r e e  e n e r g y  a n d  t h e  s t r e s s  n o  l o n g e r  
d e p e n d  e x p l i c i t l y  o n  E  .  I n s t e a d  t h e  v a l u e  o f  t h e  e l e c t r i c  f i e l d  c o n t r o l s  t h e  s i z e  o f  t h e  s e t  
o f  a d m i s s i b l e  e l a s t i c  s t r a i n s  C ,  =  [ - e , . ,  e , ]  a n d  h e n c e  t h e  s e t  o f  a d m i s s i b l e  s t r e s s e s ,  
s i n c e C  =  G C ,  .  I n  c o n s e q u e n c e ,  t h e  v a l u e  o f  E  p l a c e s  a n  u p p e r  b o u n d  o n  t h e  a v a i l a b l e  
e n e r g y  s t o r a g e ,  e q u a l  t o  W  =  ~ e : ( E ) / 2  =  r 2  ( E ) / ~ G  . N o t e  h o w e v e r ,  t h a t  t h e  e n e r g y  
i t s e l f  m u s t  b e  s u p p l i e d  b y  t h e  e n v i r o n m e n t  i n  t h e  f o r m  o f  s t r e s s  w o r k .  A n  a p p a r e n t  
i n c o n s i s t e n c y  i n  t h e  m o d e l  i s  t h a t  i n  t h e  p o s t y i e l d  r e g i m e  W  =  r 2 ( 6 ) / 2 G  c c  E 4 ,  
h o w e v e r  i n  t h i s  c a s e  t h e  y i e l d  s t r e s s  c a n  a l s o  b e  w r i t t e n  a s  r ( E )  =  2 W / e ,  ( E )  c ~  E ~ ,  
w h i c h  s h o u l d  b e  c o m p a r e d  w i t h  ( 3 . 3 . 9 ) .  
T h e  n e x t  s t e p  i s  t o  f o r m u l a t e  t h e  m o d e l .  S i n c e  t h e  p u r e l y  v i s c o u s  c o m p o n e n t  c a n  b e  
d e c o u p l e d  f r o m  t h e  E P  e l e m e n t ,  i t  w i l l  b e  i g n o r e d  w i t h  t h e  k n o w l e d g e  t h a t  i t  c a n  b e  
a d d e d  i n  l a t e r .  T h e  f r e e  e n e r g y  a n d  d i s s i p a t i o n  f u n c t i o n  a r e  
D P ( & ;  E )  =  D p  ( b ;  r )  =  r ( E )  1  &  1  
T h e  c o r r e s p o n d i n g  c o n s t i t u t i v e  e q u a t i o n s  c a n  b e  o b t a i n e d  f r o m  t h e  d i f f e r e n t i a l s  o f  t h e  
p o t e n t i a l s  a s  f o l l o w s .  
d W  
g = -  =  G ( e  -  a ) ,  
d e  
I n c l u s i o n  ( 3 . 4 . 3 3 )  a n d  e q u a t i o n  ( 3 . 4 . 3 2 )  l e a d s  t o  t h e  d e f i n i t i o n  o f  t h e  t i m e  v a r y i n g  s e t  
o f  a d m i s s i b l e  s t r e s s e s ,  C ( E )  =  [ - r ( E ) ,  r ( E ) ]  =  ( 0  t  I R  (  f  ( 0 ;  E )  =  ( 0 1  -  r ( E )  i  0 ) .  U s i n g  
t h e  d u a l i t y  r e s u l t s  f r o m  S e c t i o n . 2  a n d  e q u a t i o n  ( 3 . 4 . 3 0 ) ,  t h e  d u a l  d i s s i p a t i o n  p o t e n t i a l  i s  
t h e  i n d i c a t o r  f b n c t i o n  I ( o ;  C ( E ) )  o f  t h e  c o n v e x  s e t  C ( E )  a n d  t h e  e v o l u t i o n  e q u a t i o n  f o r  
a  i s  t h u s  g i v e n  b y  
b  E  N ( o ;  C ( E ) ) .  ( 3 . 4 . 3 4 )  
F o r  s i m p l i c i t y  i n  w h a t  f o l l o w s ,  t h e  f i e l d  d e p e n d e n t  y i e l d  s t r e s s  w i l l  b e  r e p l a c e d  b y  t h e  
t i m e  v a r y i n g  c o m p o s i t e  f u n c t i o n  r ( t )  =  r ( E ( t ) )  E  [ 0 ,  F ] ,  b ' t  E  ! R +  .  U s i n g  G a  =  G e  -  o  ,  
a n d  t h e  d e f i n i t i o n  o f  t h e  n o r m a l  c o n e  i n  ( 3 . 2 . 1 6 ) ,  i t  f o l l o w s  t h a t  ( 3 . 4 . 3 4 )  i s  e q u i v a l e n t  t o  
t h e  v a r i a t i o n a l  i n e q u a l i t y  ,  l o ( t ) l  I  r ( t ) ,  b ' t  2  0  
( ~ e ( t )  - a ( t ) ,  o ( t )  -  a )  2  0  ~ l p l <  r  ( t ) ,  
( 3 . 4 . 3 5 )  
w i t h  i n i t i a l  c o n d i t i o n  o ,  E  [ - r ( O ) , r ( O ) ] .  I n  5 C . 3 ,  i t  i s  s h o w n  t h a t  f o r  e a c h  
e  E  C O , ' ( % + ;  % )  ,  r  E  C O " ( % + ; ! R + )  n [ 0 ,  F ]  a n d  e a c h  i n i t i a l  c o n d i t i o n  o ,  E  [ - r ( O ) ,  r ( O ) ] ,  
( 3 . 4 . 3 3 )  h a s  a  u n i q u e  s o l u t i o n  o  E  C ' . '  ( % + ; % )  .  
F i g  3 . 1 3  ( a )  T y p i c a l  s t r e s s l s t r a i n  r a t e  a n d  s t r e s s 1  s t r a i n  l o o p s  f o r  t h e  s y s t e m  ( 3 . 4 . 3 4 )  s u b j e c t  t o  a  
s i n u s o i d a l  s t r a i n  a n d  f o r  t w o  v a l u e s  o f  t h e  y i e l d  s t r e s s ,  ( b )  w i t h  a d d i t i o n a l  l i n e a r  v i s c o u s  t e r m .  
F i g  3 . 1 3  ( a )  s h o w s  t y p i c a l  s t r e s s l s t r a i n  r a t e  a n d  s t r e s s l s t r a i n  l o o p s  f o r  t h e  v a r i a t i o n a l  
i n e q u a l i t y  i n  ( 3 . 4 . 3 4 ) ,  w h e n  s u b j e c t  t o  a  s i n u s o i d a l  s t r a i n  a n d  f o r  t w o  v a l u e s  o f  t h e  y i e l d  
s t r e s s .  F i g  3 . 1 3  ( b )  s h o w s  t h e  s a m e  l o o p s  a s  F i g  3 . 1 3  ( a )  b u t  w i t h  a n  a d d i t i o n a l  l i n e a r  
v i s c o u s  t e r m .  C o m p a r i n g  F i g  3 . 1 3  w i t h  F i g  1 . 3 ,  F i g  2 . 2  a n d  F i g  3 . 2  i t  w o u l d  a p p e a r  t h a t  
t h e  E P  m o d e l  c a p t u r e s  t h e  h y s t e r i c  b e h a v i o u r  o f  E R I M R  f l u i d  d a m p e r s  f o r  s i n u s o i d a l  
s t r a i n s  a n d  c o n s t a n t  e l e c t r i c  f i e l d .  T h e  n e x t  s t e p  w i l l  b e  t o  d e r i v e  t h e  c o r r e s p o n d i n g  
d i s c o n t i n u o u s  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n ,  w h i c h  w i l l  p r o v e  u s e f u l  i n  i n t e r p r e t i n g  s o l u t i o n s  o f  
t h e  v a r i a t i o n a l  i n e q u a l i t y  ( 3 . 4 . 3  5 ) .  
U n f o r t u n a t e l y  t h e  p r o c e d u r e  u s e d  t o  o b t a i n  ( 3 . 4 . 1 2 )  c a n n o t  b e  a p p l i e d ,  a s  t h e  y i e l d  
f u n c t i o n  f  ( o ;  r ( t ) )  =  lo1 -  r ( t )  5  0 ,  w i l l  n o t  b e  d i f f e r e n t i a b l e  w i t h  r e s p e c t  t o  o  w h e n  
f  ( 0 ;  r ( t ) )  =  0  a n d  r ( t )  =  0 .  H o w e v e r  w i t h  a  b i t  o f  e x t r a  w o r k  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  t h e  
v a r i a t i o n a l  i n e q u a l i t y  ( 3 . 4 . 3 3 )  i s  e q u i v a l e n t  t o  t h e  d i s c o n t i n u o u s  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  
I  
r ( t )  i f  o ( t )  =  r ( t )  a n d  G e ( t )  >  i ( t ) ,  
d - ( t )  =  -  i ( t )  i f  o ( t )  =  - r ( t )  a n d  -  G e ( t )  >  r ( t ) ,  ( 3 . 4 . 3 6 )  
G e ( t )  o t h e r w i s e .  
N o t e  t h a t  t i m e  d e r i v a t i v e s  a p p e a r  o n  b o t h  s i d e s  o f  ( 3 . 4 . 3 6 ) ,  i m p l y i n g  t h e  e v o l u t i o n  o f  o  
i s  r a t e  i n d e p e n d e n t ,  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  i n p u t  e  a n d r  .  A s  t h i s  c o n t r o l l a b l e  E P  m o d e l ,  
w i l l  f o r m  a  b a s i s  f o r  m u c h  o f  t h e  s t a b i l i t y  a n a l y s i s  i n  l a t e r  c h a p t e r s ,  i t  w i l l  b e  
w o r t h w h i l e  t o  g i v e  a n  e n e r g e t i c  d e s c r i p t i o n  o f  i t s  e v o l u t i o n .  F r o m  ( 3 . 4 . 2 3 1 )  t h e  f r e e  
e n e r g y  c a n  b e  e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  o  a s  W ( o )  =  0 2 / 2 ~ .  R e a r r a n g i n g  t h e  d i s s i p a t i o n  
i n e q u a l i t y  0 ,  =  o e -  w  a n d  i n t e g r a t i n g  o v e r  [ t o ,  t ]  ,  y i e l d s  t h e  i n t e g r a l  e n e r g y  b a l a n c e  
W ( o ( t ) )  -  W ( o ( t o ) )  =  
-
S t o r e d  
W h e n  o ( t ) e ( t )  >  0  t h e  E P  m o d e l  i s  r e c e i v i n g  e n e r g y  f i o m  t h e  e n v i r o n m e n t  ( l o a d i n g )  
a n d  w h e n  o ( t ) e ( t )  <  0  e n e r g y  i s  b e i n g  r e t u r n e d  t o  t h e  e n v i r o n m e n t  ( u n l o a d i n g ) .  A n  
i m p o r t a n t  p o i n t  i s  t h a t  v a r y i n g  r  c a n  o n l y  m o d u l a t e  t h e  d i s s i p a t i o n  w h e n  o ; !  +  0 ,  
( 3 . 4 . 3 0 )  a n d  c a n n o t  a d d  e n e r g y  i n t o  t h e  s y s t e m .  T h i s  i m p l i e s  t h a t  t h e  m a p  e  H  o  i s  
p a s s i v e ,  i r r e s p e c t i v e  o f  v a r i a t i o n s  i n  r  .  F u r t h e r m o r e ,  i t  p l a c e s  t h e  i n s t a n t a n e o u s  u p p e r  
b o u n d  W ( r ( t ) )  =  r ( t l 2 / 2 ~ ,  o n  t h e  a v a i l a b l e  e n e r g y  s t o r a g e .  T h u s ,  u s i n g  ( 3 . 4 . 3 4 )  t h e  
d i s s i p a t i o n  r a t e  c a n  b e  e x p r e s s e s  a s  
I  
o ( t ) i ( t )  -  w  ( r  ( t ) )  
i f  W  ( o ( t ) )  =  W  ( r  ( t ) )  
@ , ( t >  =  
a n d  o ( t ) e ( t )  >  ~ ( r ( t ) ) ,  
( 3 . 4 . 3 8 )  
l o  
o t h e r w i s e .  
F r o m  ( 3 . 4 . 3 8 )  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  d i s s i p a t i o n  c a n  o n l y  o c c u r  w h e n  t h e  s t o r e d  e n e r g y  i s  a t  
i t  i n s t a n t a n e o u s  m a x i m u m  a n d  t h e  r a t e  o f  e n e r g y  s u p p l y  i s  g r e a t e r  t h a n  t h e  r a t e  o f  
c h a n g e  o f  t h i s  m a x i m u m .  N o t e  t h a t  o ( t ) e ( t )  >  0  i s  n o t  r e q u i r e d  f o r  d i s s i p a t i o n  t o  o c c u r .  
I f  t h e  s y s t e m  i s  i n  t h e  p r o c e s s  o f  u n l o a d i n g  ( o ( t ) e ( t )  <  0 ) ,  d i s s i p a t i o n  c a n  s t i l l  o c c u r  i f  
W ( r )  i s  d e c r e a s i n g  f a s t e r  t h a n  t h e  e n e r g y  c a n  b e  e x t r a c t e d  b y  t h e  e n v i r o n m e n t .  I f  e  =  0 ,  
t h e n  t h e  s t o r e d  e n e r g y  w i l l  b e  n o n i n c r e a s i n g  a n d  c a n  i n  f a c t  b e  b r o u g h t  t o  z e r o  i n  f i n i t e  
t i m e  b y  b r i n g i n g  W ( r )  t o  z e r o  ( c a n n o t  o c c u r  i n f i n i t e l y  q u i c k l y  a s  r  E  c ~ ~ ' ( % + ; % , ) )  .  I f  
t h i s  i s  t h e  c a s e  t h e n  a l l  o f  t h e  s t o r e d  e n e r g y  w i l l  b e  d i s s i p a t e d .  I n  t e r m s  o f  t h e  
e l e c t r o r h e o l o g i c a l  r e s p o n s e ,  t h e  s c e n a r i o  d e s c r i b e d  a b o v e  m i g h t  c o r r e s p o n d  t o  t h e  
r e l a x a t i o n  a n d  e v e n t u a l  d i s i n t e g r a t i o n  o f  a l l  t h e  c h a i n s  t h a t  w e r e  i n  t e n s i o n .  I t  i s  a l s o  
c o n c e i v a b l e  t h a t  o r i g i n a l l y  r e v e r s i b l e  d e f o r m a t i o n s  o f  e l e c t r o d e  s p a n n i n g  c h a i n s  w o u l d  
b e c o m e  i r r e v e r s i b l e ,  a s  t h e  e l e c t r i c  f i e l d  w o u l d  n o  l o n g e r  b e  s t r o n g  e n o u g h  t o  o v e r c o m e  
t h e  p a r t i c l e - p a r t i c l e  f r i c t i o n  a n d  r e s t o r e  t h e  p a r t i c l e s  t o  t h e i r  o r i g i n a l  c o n f i g u r a t i o n .  
F r o m  a  t h e r m o d y n a m i c  p e r s p e c t i v e ,  i t  c o u l d  b e  v i e w e d  a s  a  c o n t r o l l e d  i n c r e a s e  i n  
e n t r o p y ,  d u e  t o  t h e  l o s s  o f  a b i l i t y  t o  d o  u s e f u l  w o r k  o n  t h e  e n v i r o n m e n t  d u r i n g  n a t u r a l  
u n l o a d i n g .  T o  e n s u r e  t h a t  t h e  m o d e l  i s  i n  s o m e  w a y  r e a l i s t i c ,  a n  i m p o r t a n t  r e s t r i c t i o n  
m u s t  b e  p l a c e d  o n  t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  E  a n d  r ( E )  .  A l l  o f  t h e  e x p e r i m e n t a l  a n d  
n u m e r i c a l  a n a l y s e s  c i t e d  s o  f a r  r e q u i r e l i n d i c a t e  t h a t  t h e  m a x i m u m  e l a s t i c  s t r a i n  s h o u l d  
s a t i s f y  e ,  ( E )  =  r ( E )  I  G  < <  1  .  
3 . 5  V i s c o p l a s t i c  m o d e l s  
T h e  v i s c o u s  c o n t r i b u t i o n s  t o  t h e  " o u t p u t  r e s i s t a n c e "  o f  a n y  p r a c t i c a l  E R  d e v i c e ,  w i l l  b e  
n u m e r o u s  a n d  w i l l  t o  a  l a r g e  e x t e n t  d e p e n d  o n  t h e  t y p e  o f  E R  f l u i d  ( v i s c o s i t y ,  v o l u m e  
f r a c t i o n  e t c . )  a n d  o n  t h e  g e o m e t r y  o f  t h e  d e v i c e .  T h e  r e l a t i v e  i m p o r t a n c e  o f  e a c h  
c o n t r i b u t i o n  w i l l  d e p e n d  o n  t h e  r a n g e  o f  s h e a r  r a t e s  t h a t  t h e  f l u i d  e x p e r i e n c e ' s  d u r i n g  
o p e r a t i o n  a n d  a s  s u c h ,  o n l y  t h o s e  d e e m e d  i m p o r t a n t  n e e d  b e  i n c l u d e d  i n  t h e  m o d e l  ( t o  
m a i n t a i n  s i m p l i c i t y ) .  F o r  e x a m p l e ,  a s  o n l y  l o w  t o  m o d e r a t e  s h e a r  r a t e s  a r e  e x p e c t e d  i n  
t h e  c u r r e n t  a p p l i c a t i o n  ( p e o p l e  m o v e  r e l a t i v e l y  s l o w l y )  t h e  e f f e c t s  o f  t u r b u l e n c e ,  
c o m p l e t e  d e g r a d a t i o n  o f  c h a i n  s t r u c t u r e s  ( l o s s  o f  y i e l d )  d u e  t o  h y d r o d y n a m i c  f o r c e s  e t c . ,  
w i l l  n o t  b e  c o v e r e d  h e r e .  T h e  m o s t  o b v i o u s  a n d  p r o b a b l y  m o s t  d o m i n a n t  v i s c o u s  
c o n t r i b u t i o n  t o  t h e  s t r e s s  i n  a  s h e a r  m o d e  d e v i c e  w i l l  b e  t h e  v i s c o u s  d r a g  p r o d u c e d  o n  
t h e  m o v i n g  e l e c t r o d e ,  w h i c h  h a s  b e e n  m o d e l l e d  u s i n g  t h e  e l e c t r i c  f i e l d  i n d e p e n d e n t  
t e r m  q v e  i n  ( 3 . 4 . 6 )  ( ? , i s  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  b a s e  f l u i d  v i s c o s i t y ) .  O f  c o u r s e ,  i f  t h e  
a s s u m p t i o n  o f  f i e l d  i n d e p e n d e n c e  d o e s  n o t  c o i n c i d e  w i t h  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a ,  t h e n  1 7 ,  
c a n  b e  m a d e  a  f u n c t i o n  o f  E  ( o r  a n y  o f  t h e  s t a t e  v a r i a b l e s )  w i t h o u t  a f f e c t i n g  t h e  
p r e v i o u s  d e v e l o p m e n t s .  T h e  p u r p o s e  o f  t h i s  s e c t i o n  i s  t o  s h o w  h o w  a d d i t i o n a l  v i s c o u s  
e f f e c t s  c a n  b e  e a s i l y  i n c o r p o r a t e d  i n t o  t h e  E R  f l u i d  m o d e l  b y  c o n s i d e r i n g  d i f f e r e n t  
f o r m s  o f  d i s s i p a t i o n  f u n c t i o n .  
S i m p l e  V i s c o p l a s t i c  m o d e l  
C o n s i d e r  t h e  s i m p l e  m o d i f i c a t i o n  o f  t h e  E P  m o d e l  s h o w n  i n  F i g  3 . 1 4 ,  w h i c h  w i l l  b e  
r e f e r r e d  t o  a s  t h e  v i s c o p l a s t i c  m o d e l .  T h e  r e a s o n  f o r  i n c o r p o r a t i n g  t h e  l i n e a r  v i s c o u s  
e l e m e n t  v p  i n  t h e  m o d e l  i s  t o  c a p t u r e  t h e  e f f e c t  o f  f r e e  c h a i n s  o n  t h e  s y s t e m  r e s p o n s e .  
B a s e d  o n  t h e  d i s c u s s i o n s  i n  S e c t i o n . 3 ,  o n c e  t h e  p r o c e s s  o f  b r e a k a g e  a n d  r e f o r m a t i o n  
b e g i n s ,  t h e r e  w i l l  b e  a  c e r t a i n  d i s t r i b u t i o n  o f  c h a i n  s e g m e n t s  a t t a c h e d  t o  a  s i n g l e  
e l e c t r o d e  a n d  w i t h  n o  o p p o s i n g  s e g m e n t  i n  t h e  f l o w  p a t h ,  w i t h  w h i c h  t o  c o n n e c t  ( f r e e  
c h a i n s ) .  I n  t h e  p r e s e n c e  o f  s u f f i c i e n t  s h e a r  r a t e ,  i t  s e e m s  r e a s o n a b l e  t o  a s s u m e  t h a t  t h e  
f r e e  c h a i n s  w i l l  n o t  r e m a i n  p a r a l l e l  w i t h  E  ,  b u t  w i l l  t i l t  i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  s h e a r  f l o w .  
F i g  3 . 1 4  S i m p l e  v i s c o p l a s t i c  m o d e l  ( V P )  
T h e  e q u i l i b r i u m  a n g l e  o f  t h e  c h a i n s  w o u l d  b e  a  c o m p e t i t i o n  b e t w e e n  t h e  e l e c t r o s t a t i c  
f o r c e s  t r y i n g  t o  a l i g n  t h e  c h a i n s  w i t h  t h e  e l e c t r i c  f i e l d  a n d  t h e  h y d r o d y n a m i c  f o r c e s  
t r y i n g  a l i g n  t h e  c h a i n  w i t h  t h e  s h e a r  i n  t h e  f l u i d .  T h e  c h a i n s  w o u l d  t h u s  c o n t r i b u t e  t o  t h e  
v i s c o u s  r e s i s t a n c e / s t r e s s  d u r i n g  p l a s t i c  f l o w  a n d  a l s o  t o  t h e  s t o r e d  e n e r g y  ( d u e  t o  
m i s a l i g n m e n t  w i t h  t h e  f i e l d ) . T h e  p r e s e n c e  o f  t h e s e  f r e e  c h a i n s  w o u l d  a l s o  a c c o u n t  f o r  
t h e  r e l a x a t i o n  p h e n o m e n a  o b s e r v e d  i n  t h e  r e s p o n s e  o f  E R  f l u i d  w h e n  t h e  i m p o s e d  s t r a i n  
r a t e  i s  s u d d e n l y  b r o u g h t  t o  z e r o ,  [ 5 2 ] [ 5 3 ]  [ 6 0 ] .  
T h e  m o d e l  i n  F i g  3 . 1 4  i s  s u b j e c t  t o  a  t o t a l  s t r a i n e ,  w h i c h  c a n  b e  d e c o m p o s e d  i n t o  a n  
e l a s t i c / r e v e r s i b l e  s t r a i n  s  a c r o s s  t h e  e l a s t i c  e l e m e n t  a n d  a  v i s c o p l a s t i c  s t r a i n  a ,  w h i c h  
w i l l  b e  u s e d  a s  t h e  i n t e r n a l  v a r i a b l e .  I t  w i l l  b e  a s s u m e d  t h a t  t h e  e l a s t i c  m o d u l u s G  i s  
c o n s t a n t ,  t h e  f i e l d  d e p e n d e n t  y i e l d  s t r e s s  r ( E )  i s  a n  i n c r e a s i n g  f u n c t i o n  o f E ,  m a p p i n g  
[ 0 ,  B ]  o n t o  [ O ,  71 a n d  t h a t  t h e  p l a s t i c  v i s c o s i t y  v ,  ( E )  i s  a l s o  a n  i s  a n  i n c r e a s i n g  h n c t i o n  
o f  E  ,  m a p p i n g  [ 0 ,  E ]  o n t o [ d ,  f i , ]  ,  f o r  s o m e  6  >  0 .  T o  s i m p l i f y  t h e  d e r i v a t i o n ,  t h e  s h e a r  
v i s c o s i t y  7, w i l l  b e  t a k e n  a s  z e r o ,  w i t h  t h e  k n o w l e d g e  t h a t  i t  c a n  b e  a d d e d  i n  l a t e r .  
N o w  f r o m  e x a m i n a t i o n  o f  F i g  3 . 1 4 ,  t h e  f i e e  e n e r g y  a n d  d i s s i p a t i o n  f u n c t i o n  a r e  g i v e n  
b y  9  
@, ( d . ;  E )  =  v ,  ( E ) k 2  +  r ( ~ ) l d . l .  
( 3 . 5 . 2 )  
T h e  d i s s i p a t i o n  f u n c t i o n  t h e  s u m  o f  t w o  p o s i t i v e l y  h o m o g e n o u s  f u n c t i o n s  o f  d e g r e e  o n e  
a n d  t w o ,  s o  t h a t  t h e  d i s s i p a t i o n  p o t e n t i a l  i s  g i v e n  b y  
1  
D v p  ( d . ;  E )  =  - 7 ,  ( ~ ) d . ~  +  r ( E ) I d . l .  
2  
T h e  d i f f e r e n t i a l s  o f  t h e  p o t e n t i a l s  y i e l d  
a w  
o = -  =  G ( e  -  a ) ,  
a e  
A  E  a d D v p  =  7 ,  ( E ) &  +  r ( E ) a l d . l .  
( 3 . 5 . 6 )  
C o m p a r i n g  ( 3 . 5 . 5 )  a n d  ( 3 . 5 . 6 )  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  i f  d .  =  0 ,  t h e n  
o  E  C ( E )  =  [ - r ( E ) ,  r ( E ) ]  .  I t  f o l l o w s  t h a t  i f  o  E  i n t  C  ,  t h e  r e s p o n s e  i s  p u r e l y  e l a s t i c ,  a s  
i t  w a s  f o r  t h e  E P  m o d e l .  H o w e v e r ,  i f  d .  ; t  0  t h e n  o  =  v , ( E ) d .  +  r ( E ) n ( d . )  i m p l y i n g  t h a t  
1 0 1  >  r  a n d  h e n c e  d .  =  v i l  ( o  -  r ( E ) n ( o ) ) .  I t  f o l l o w s  t h a t  u n l i k e  t h e  E P  m o d e l ,  t h e  s t r e s s  
i s  n o  l o n g e r  c o n s t r a i n e d  t o  t a k e  v a l u e s  i n  t h e  c o n v e x  s e t  C  . B a s e d  o n  t h e  a b o v e  
d i s c u s s i o n ,  t h e  d u a l  p o t e n t i a l  i s  e a s i l y  o b t a i n e d  f r o m  t h e  L e g e n d r e - F e n c h e l  t r a n s f o r m  
( r e c a l l  o  =  A ) ,  
D:, ( A ; E )  =  s u p { ~ d .  - D, ( d . ;  E )  1  d .  E  w } ,  
( 3 . 5 . 7 )  
w h i c h  a R e r  a  l i t t l e  b i t  o f  w o r k  y i e l d s  
1  1  
D:, ( A ;  E )  =  ( P ( A ;  r ( ~ ) ) ) ~  =  ( A  -  Q ( A ;  r ( ~ ) ) ) ~ ,  ( 3 . 5 . 8 )  
277, ( E )  2 v p  ( E l  
w h e r e  Q ( A ,  r )  i s  t h e  p r o j e c t i o n  o n t o  t h e  s e t  C  =  [ - r ,  r ]  a n d  P ( A ;  r )  =  A  -  Q ( A ;  r )  ( s e e  
5 A . 2  f o r  d e t a i l s ) .  C o n s e q u e n t l y  
a n d  h e n c e  ( f o r  s i m p l i c i t y  ,  d r o p p i n g  t h e  d e p e n d e n c e  o n  E )  
T h e  f a c t  t h a t  ( 3 . 5 . 1 0 )  d e f i n e s  a  p a s s i v e  m a p  f r o m  e  t o  o  f o l l o w s  f r o m  ( 3 . 5 . 5 )  a n d  
( 3 . 5 . 9 )  
1  
o e -  W ( e ,  a )  =  A &  =  -  P ( o ;  r ( E ) ) o  2  0  
1 7 ,  ( E )  
w h e r e  n o n - n e g a t i v i t y  o f  t h e  f i n a l  t e r m  i n  ( 3 . 5 . 1  1 )  f o l l o w s  f r o m  t h e  d e f i n i t i o n  o f  t h e  
o p e r a t o r  P  ( s e e  5 A . 2 ) .  I t  s h o u l d  b e  c l e a r  t h a t  ( 3 . 5 . 9 ) - ( 3 . 5 . 1 0 )  r e p r e s e n t s  r a t h e r  r e g u l a r  
b e h a v i o u r  i n  c o m p a r i s o n  w i t h  ( 3 . 4 . 3 4 ) .  I n t e r e s t i n g l y  i t  c a n  b e  s h o w n  t h a t  a s  q p  +  0 ,  
t h e  d u a l  p o t e n t i a l  D , ;  c o n v e r g e s  t o  t h e  i n d i c a t o r  f u n c t i o n  o f  t h e  c o n v e x  s e t  C ( E )  [ 3 7 ]  
( p h y s i c a l l y ,  t h e  v i s c o u s  e l e m e n t  s i m p l y  d i s a p p e a r s ) .  T h e  r e g u l a r i z a t i o n  b e c o m e s  m o r e  
a p p a r e n t  w h e n  t h e  g r a p h  o f  t h e  d i s s i p a t i o n  p o t e n t i a l s  ( 3 . 5 . 3 )  a n d  ( 3 . 5 . 8 )  i n  F i g  3 . 1 5 ,  a r e  
c o m p a r e d  w i t h  t h e i r  p l a s t i c  c o u n t e r p a r t s  i n  F i g  3 . 5  a n d  F i g  3 . 6 .  T h e  d i f f e r e n t i a l s  i n  
F i g  3 . 1 5  ( b )  a n d  ( d )  s h o u l d  a l s o  b e  c o m p a r e d  w i t h  t h e  m o d i f i e d  B i n g h a m  p l a s t i c  
f u n c t i o n  i n  F i g  1 . 5  ( b )  a n d  ( c ) .  D u e  t o  t h e  f a c t  t h a t  t h e  o p e r a t o r  P  i n  ( 3 . 5 . 1 0 )  i s  
L i p s c h i t z  i n  b o t h  a r g u m e n t s  ( § A . 2 ) ,  e x i s t e n c e  a n d  u n i q u e n e s s  o f  s o l u t i o n s  c a n  b e  
o b t a i n e d  u s i n g  s t a n d a r d  r e s u l t s  f o r  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  ( 5 C . 2 ) .  I n d e e d ,  
s u p p o s e  t h e  c o m p o s i t e  f u n c t i o n s  r ( t )  =  r ( E ( t ) )  a n d  q , ( t )  =  q , ( E ( t ) )  s a t i s f y  
r  E  L ,  ( % + ;  3 , )  n  [ 0 ,  F ]  a n d  q ,  E  L ,  ( % +  ;  % + )  n  [ S ,  G ]  r e s p e c t i v e l y .  T h e n  f o r  a n y  
e  E  c 0 , '  ( % + ;  % )  a n d  a n y  i n i t i a l  c o n d i t i o n  o ( 0 )  E  %  ,  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  ( 3 . 5 . 1 0 )  
h a s  a  u n i q u e  s o l u t i o n  o  E  c o 3 ' ( % + ; % ) .  W h e n  c o m p a r e d  w i t h  t h e  r e s u l t s  f o r  t h e  E P  
m o d e l ,  t h e  s i g n i f i c a n c e  h e r e  i s  t h a t  t h e  r e q u i r e m e n t s  o n  r ( t )  h a v e  b e e n  w e a k e n e d  f r o m  
L i p s c h i t z  c o n t i n u i t y  t o  m e a s u r a b i l i t y .  T h u s  i t  w o u l d  a p p e a r  t h a t  t h e  v i s c o p l a s t i c  m o d e l  
o f f e r s  a  n i c e  a l t e r n a t i v e  t o  t h e  E P  m o d e l .  H o w e v e r ,  f o r  s m a l l  6 ,  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  
b e c o m e s  v e r y  s t i f f  a n d  m u c h  m o r e  d i f f i c u l t  t o  h a n d l e  n u m e r i c a l l y  t h a n  t h e  E P  m o d e l .  
F i g  3 . 1 6  s h o w s  t y p i c a l  s t r e s s l s t r a i n  a n d  s t r e s s l s t r a i n  r a t e  l o o p s  f o r  t h e  o r d i n a r y  
d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  i n  ( 3 . 5 . 1 0 ) ,  w h e n  s u b j e c t  t o  a  s i n u s o i d a l  s t r a i n  a n d  f o r  t w o  v a l u e s  
o f  t h e  y i e l d  s t r e s s .  C o m p a r i n g  F i g  3 . 1 6  w i t h  F i g  3 . 1 3  ( b )  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  t h e  
h y s t e r e s i s  l o o p s  t r a c e d  o u t  b e  t h e  E P  a n d  V E P  m o d e l s  a r e  a l m o s t  i d e n t i c a l .  H o w e v e r ,  
t h e  t w o  m o d e l s  h a v e  q u i t e  d i f f e r e n t  e n e r g y  s t o r a g e  a n d  d i s s i p a t i o n  p r o p e r t i e s ,  a s  w i l l  
n o w  b e  s h o w n .  
C o n s i d e r  a  t e s t  a t  c o n s t a n t  e l e c t r i c  f i e l d  a n d  c o n s t a n t  s h e a r  r a t e ,  e ( t )  =  e ,  >  0 ,  f o r  t  >  0 ,  
w i t h  i n i t i a l  c o n d i t i o n  o ( 0 )  =  0 .  T h e  r e s p o n s e  o f  ( 3 . 5 . 1 0 )  i s  g i v e n  b y ,  
G e , t  f o r  0  l  t r  r / G e c ,  
a ( t )  =  ( 3 . 5 . 1 2 )  
r  +  q p i c  [ l -  e x p ( -  ( t  -  r / ~ i ~ ) / z ) ]  
f o r  r / G i ,  < t  <  m, 
 w h e r e ^  =  q p / G i s  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  t i m e  c o n s t a n t .  I t  f o l l o w s  t h a t  t h e  s t r e s s  o ( t ) w i l l  
t e n d  t o  r + v p e c  a s  t  +  m ,  i m p l y i n g  t h a t  t h e  e l a s t i c  s t r a i n  a n d  f r e e  e n e r g y  a r e  
u n b o u n d e d  f u n c t i o n s  o f  t h e  s t r a i n  r a t e .  
-  r  ( E )  r )  A  
( c )  ( d )  
F i g  3 . 1 5  D i s s i p a t i o n  p o t e n t i a l s  ( 3 . 5 . 3 )  a n d  ( 3 . 5 . 8 ) ,  a n d  t h e  c o r r e s p o n d i n g  s u b d i f f e r e n t i a l ' s .  
F i g  3 . 1 6  T y p i c a l  s t r e s s l s t r a i n  a n d  s t r e s s 1  s t r a i n  r a t e  l o o p s  f o r  t h e  s y s t e m  ( 3 . 5 . 1 0 )  s u b j e c t  t o  a  
s i n u s o i d a l  s t r a i n  a n d  f o r  t w o  v a l u e s  o f  t h e  y i e l d  s t r e s s .  
H o w e v e r  a s  n o t e d  e a r l i e r ,  t h e  m a x i m u m  t i l t  a n g l e  f o r  a  c h a i n  i s  5 5  d e g r e e s ,  a f t e r  w h i c h  
n e i g h b o u r i n g  p a r t i c l e s  w i l l  r e p e l  e a c h  o t h e r  ( a c t u a l l y  f o r  s i n g l e  c h a i n s  i n  t h e  p o i n t  
d i p o l e  a p p r o x i m a t i o n  t h e  c r i t i c a l  a n g l e  i s  c l o s e r  t o  2 1  d e g r e e s  [ 5 3 ] [ 5 2 ] ) .  I t  w o u l d  s e e m  
r e a s o n a b l e  t o  a s s u m e  t h a t  f o r  s u f f i c i e n t l y  l a r g e  s h e a r  r a t e ,  t h e  f r e e  c h a i n s  w o u l d  
a p p r o a c h  t h i s  c r i t i c a l  a n g l e .  T h e  p a r t i c l e s  a t  t h e  e n d  o f  t h e  c h a i n s  w o u l d  t h e n  f r a g m e n t ,  
s o  a s  t o  r e d u c e  t h e  h y d r o d y n a m i c  f o r c e s  a n d  a l l o w  f o r  b e t t e r  a l i g n m e n t  w i t h  t h e  e l e c t r i c  
f i e l d .  T h i s  w o u l d  i m p l y  t h a t  t h e  c o n t r i b u t i o n  o f  t h e  v i s c o u s  e l e m e n t  t o  t h e  t o t a l  s t r e s s  
s h o u l d  b e  b o u n d e d  i n d e p e n d e n t l y  o f  e  .  
A s  a  r e m e d y  t o  t h i s  p r o b l e m ,  c o n s i d e r  t h e  m o d i f i e d  v i s c o p l a s t i c  m o d e l  i n  F i g  3 . 1 7 .  
7 1 ,  ( E l  
F i g  3 . 1 7  M o d i f i e d  v i s c o p l a s t i c  m o d e l  ( M V P ) .  
F o r  t h i s  m o d e l  t o  m a k e  a n y  s e n s e  i t  i s  r e q u i r e d  t h a t  r 2  ( E )  >  r l  ( E )  2  0 ,  Y E  t  [ 0 ,  E l .  T h i s  
c o n d i t i o n  c a n  b e  s a t i s f i e d  t r i v i a l l y  b y  t a k i n g  r , ( E )  =  p r , ( E ) ,  f o r  s o m e  p o s i t i v e  
c o n s t a n t  p  E  ( 0 , l ) .  U n l i k e  p r e v i o u s  m o d e l s ,  t h e  m o d i f i e d  v i s c o p l a s t i c  m o d e l  r e q u i r e s  
t w o  i n t e r n a l  v a r i a b l e s  t o  f o r m u l a t e  t h e  c o m p l e t e  r e s p o n s e .  R e f e r r i n g  t o  F i g  3 . 1 7 ,  t h e  
s t r a i n  a c r o s s  t h e  e l a s t i c  e l e m e n t  i s  n o w  g i v e n  b y  s  =  e  - a ,  - a 2 ,  s o  t h a t  t h e  f i e e  e n e r g y  
a n d  d i s s i p a t i o n  f u n c t i o n  c a n  b e  w r i t t e n  a s ,  
Q V  ( d . ;  E )  =  V p  ( E ) & :  +  r ,  ( ~ ) l k ,  1  +  r2 ( ~ l I d . 2  1. 
( 3 . 5 . 1 4 )  
F o l l o w i n g  t h e  s a m e  r e a s o n i n g  a s  b e f o r e ,  l e a d s  t o  t h e  v a r i a t i o n a l  i n e q u a l i t y  
( a ( t ) l <  r 2 ( t ) , ' d t  2  0  
w i t h  i n i t i a l  c o n d i t i o n  a ,  E  r 2 ( 0 ) [ - l , l ]  .  S i m i l a r  t o  ( 3 . 1 2 ) ,  t h e  v a r i a t i o n a l  i n e q u a l i t y  t h e  
( 3 . 5 . 1 5 )  s a t i s f i e s  t h e  d i s s i p a t i o n  i n e q u a l i t y  ( c o n f i r m i n g  p a s s i v i t y )  
N o t e  t h a t  t h e  v a r i a t i o n a l  i n e q u a l i t y  ( 3 . 5 . 1 5 )  c a n  a l s o  b e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  o f  a n  O D E  
c o u p l e d  w i t h  t h e  E P  m o d e l  
1  
~ ( t )  =  e ( t )  -   P ( a ( t ) ;  r ,  ( t ) ) ,  
7 7 p  0 )  
( ~ x ( t )  - a ( t ) ,  a ( t )  -  p )  z  0  v l p l  5  r 2  ( t ) .  
s o  t h a t  C o r o l l a r y  C . 3 . 1  c a n  b e  u s e d  t o  o b t a i n  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n  f o r  t h e  e x i s t e n c e  a n d  
u n i q u e n e s s  o f  s o l u t i o n s .  
M o d e l  o f  G a m o t a  a n d  F i l i s k o  
A s  d i s c u s s e d  i n  5  1 . 2  ,  t h e  a u t h o r s  o f  [ 3  1 1  p r e s e n t e d  a n  e x t e n s i o n  o f  t h e  B i n g h a m  p l a s t i c ,  
f o r m u l a t e d  i n  o r d e r  t o  d e s c r i b e  t h e  v i s c o e l a s t i c  b e h a v i o u r  o f  a n  E R  s u s p e n s i o n  s u b j e c t  
t o  l o w  a m p l i t u d e  o s c i l l a t o r y  s t r a i n s  a n d  t h e  v i s c o p l a s t i c  b e h a v i o u r  w h e n  s u b j e c t  t o  
o s c i l l a t i o n s  o f  l a r g e r  a m p l i t u d e .  T h e  G n F  m o d e l  s h o w n  i n  F i g  3 . 1 8 ,  c o n s i s t s  o f  t h e  
s t a n d a r d  m o d e l  f o r  v i s c o e l a s t i c  s o l i d s  i n  s e r i e s  w i t h  t h e  B i n g h a m  p l a s t i c  m o d e l  ( p l a s t i c  
e l e m e n t  i n  p a r a l l e l  w i t h  a  l i n e a r  v i s c o u s  e l e m e n t ) .  
F i g  3 . 1 8  T h e  m o d e l  o f  G a m o t a  a n d  F i l i s k o  ( G n F )  
I n  [ 3 2 ]  t h e  m o d e l  p a r a m e t e r s  w e r e  f i t  t o  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  o b t a i n e d  f r o m  a n  E R  
s u s p e n s i o n  s u b j e c t  t o  o s c i l l a t o r y  s h e a r .  T h e  e l a s t i c  m o d u l i  G  a n d  H  w e r e  f o u n d  t o  b e  
i n d e p e n d e n t  o f  t h e  e l e c t r i c  f i e l d ,  w h i l e  t h e  v i s c o s i t i e s  r ] ,  ,  v p  a n d  t h e  y i e l d  s t r e s s  r  w e r e  
f o u n d  t o  b e  i n c r e a s i n g  f u n c t i o n s  o f  E ,  w i t h  r  o c  E ~ .  T h e  c o n s t i t u t i v e  e q u a t i o n s  
d e s c r i b i n g  t h i s  m o d e l  w i l l  b e  d e r i v e d  b r i e f l y  u s i n g  t h e  p r e s e n t  t h e r m o d y n a m i c  
f r a m e w o r k .  I t  w i l l  b e  a s s u m e d  t h a t  t h e  e l a s t i c  m o d u l i  G  a n d  H a r e  c o n s t a n t ,  t h e  f i e l d  
d e p e n d e n t  y i e l d  s t r e s s  r ( E )  i s  a n  i n c r e a s i n g  h n c t i o n  o f E  ,  m a p p i n g  [ 0 ,  E l ]  o n t o  [ 0 ,  F ]  
a n d  t h a t  t h e  v i s c o s i t i e s  7 ,  ( 6 )  a n d  q - ,  ( E )  a r e  a l s o  i n c r e a s i n g  f u n c t i o n s  o f  E  ,  m a p p i n g  
[ 0 ,  E l  o n t o  [ G ,  T e ]  a n d  [ 6 ,  r l , ]  r e s p e c t i v e l y ,  f o r  s o m e  6  >  0 .  T h e  f r e e  e n e r g y  a n d  
d i s s i p a t i o n  f u n c t i o n  a r e  g i v e n  b y  
1  2 1  2  
W ( e , a ) = - G ( e - a l  - a 2 )  + - H a , ,  ( 3 . 5 . 1 8 )  
2  2  
O ( & ;  E )  =  
( E ) & :  +  v P  ( E ) & :  +  r ( E ) 1 k 2  I >  0 ,  
( 3 . 5 . 1 9 )  
a n d  t h e  c o r r e s p o n d i n g  d i s s i p a t i o n  p o t e n t i a l s ,  
L. 
1  
( 3 . 5 . 2 0 )  
A ? + -  
D * ( A ; E )  = -  
2 v e  ( E l  2 v p  ( E )  
( ~ ( 4 ;  r ( ~ ) > ) ~ .  
T a k i n g  t h e  d i f f e r e n t i a l s  o f  t h e  p o t e n t i a l s  t h e n  p r o v i d e s  
a w  
o = - = G ( e - a ,  - a 2 ) ,  
d e  
a n d  t h e  e v o l u t i o n  e q u a t i o n s  
C o m b i n i n g  ( 3 . 5 . 2  1 ) - ( 3 . 5 . 2 4 )  y i e l d s  t h e  n o n a u t o n o m o u s  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  
( u s i n g  t h e  c o m p o s i t e  h n c t i o n s  r ] ,  ( t )  =  v e  ( E ( t ) )  ,  v p  ( t )  =  q p  ( E ( t ) )  a n d  r ( t )  =  r ( E ( t ) )  )  
w h i c h  s h o u l d  b e  c o m p a r e d  w i t h  t h e  r e p r e s e n t a t i o n  i n  e q u a t i o n  ( 1 . 2 . 4 ) .  U n l i k e  t h e  
p r e v i o u s  m o d e l s ,  a l l  m o t i o n s  o f  t h e  G n F  m o d e l  a r e  d i s s i p a t i v e ,  d u e  t o  t h e  a d d i t i o n  o f  
q e .  U s i n g  e q u a t i o n s  ( 3 . 5 . 1  8 )  a n d  ( 3 . 5 . 2 1 )  t h e  f r e e  e n e r g y  c a n  b e  w r i t t e n  a s  
1 2 1  2  
W ( o , a l ) = - o  + - H a , ,  ( 3 . 5 . 2 6 )  
2  2  
w h i c h  l e a d s  t o  t h e  d i s s i p a t i o n  i n e q u a l i t y  
t h u s  c o n f i r m i n g  p a s s i v i t y  o f  t h e  G n F  m o d e l .  A s  n o t e d  i n  $ 1 . 2 ,  t h e  m a i n  c r i t i c i s m  o f  t h e  
G n F  m o d e l  g i v e n  i n  i s  t h a t  t h e  s y s t e m  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  a r e  e x t r e m e l y  s t i f f  ( d u e  t o  
t h e  p l a s t i c  e l e m e n t )  m a k i n g  i t  u n s u i t a b l e  f o r  u s e  i n  s i m u l a t i o n  s t u d i e s ,  d u e  t o  t h e  s m a l l  
t i m e  s t e p s  r e q u i r e d .  H o w e v e r  r e c e n t  a d v a n c e s  i n  n u m e r i c a l  i n t e g r a t i o n  a l g o r i t h m s  f o r  
p l a s t i c i t y  b a s e d  c o n s t i t u t i v e  e q u a t i o n s  m e a n s  t h a t  t h i s  i s  n o  l o n g e r  a  p r o b l e m .  I n d e e d ,  
a p p l y i n g  t h e  p r o j e c t i o n  b a s e d  i n t e g r a t i o n  m e t h o d s  d e s c r i b e d  i n  1 4 1 1 ,  l e a d s  t o  a  c l o s e d  
f o r m  i n t e g r a t i o n  a l g o r i t h m  c a p a b l e  o f  p r o d u c i n g  m o r e  t h a n  s u f f i c i e n t  r e s u l t s  w i t h  a  t i m e  
s t e p  t h r e e  o r d e r s  o f  m a g n i t u d e  l a r g e r  t h a n  t h o s e  r e q u i r e d  i n  [ 2 3 ] .  
A l l  o f  t h e  m o d e l s  p r e s e n t e d  s o  f a r  e x h i b i t  a  t r a n s i t i o n  b e t w e e n  e l a s t i c / v i s c o e l a s t i c  a n d  
p l a s t i c  f l o w  w h i c h  i s  i n s t a n t a n e o u s .  B a s e d  o n  t h e  d i s c u s s i o n s  i n  s e c t i o n s  o n e  a n d  t h r e e ,  
i t  w o u l d  b e  e x p e c t e d  t h a t  t h e  o n s e t  o f  p l a s t i c  f l o w  w o u l d  b e  m o r e  g r a d u a l .  T h a t  i s ,  f o r  
a n  a p p l i e d  m o n o t o n i c  s t r a i n ,  t h e  t h i n n e r l w e a k e r  c h a i n s  w i l l  b e g i n  t o  s n a p  a n d  r e f o r m  
f i r s t  f o l l o w e d  b y  t h e  s n a p p i n g  o f  t h i c k e r  c h a i n s  u n t i l  e v e n t u a l l y  f u l l y  d e v e l o p e d  p l a s t i c  
f l o w  i s  a c h i e v e d .  O n e  m e t h o d  o f  r e p r e s e n t i n g  t h i s  f o r m  o f  b e h a v i o u r ,  i s  t o  i n c l u d e  
a d d i t i o n a l  p l a s t i c  e l e m e n t s ,  w i t h  d i f f e r e n t  y i e l d  s t r e s s e s  i n t o  t h e  m o d e l .  R e f e r r i n g  b a c k  
t o  F i g  3 . 1 8 ,  a n  a d d i t i o n a l  f r i c t i o n  e l e m e n t  c o u l d  b e  p l a c e d  i n  p a r a l l e l  w i t h  7 ,  a n d  H .  
T h e n  a n  a d d i t i o n a l  " l a y e r "  o f  v i s c o u s ,  e l a s t i c  a n d  p l a s t i c  e l e m e n t s  c o u l d  b e  p l a c e d  i n  
s e r i e s  w i t h  t h e s e ,  u n t i l  N  " l a y e r s "  h a v e  b e e n  i n c o r p o r a t e d .  E a c h  l a y e r  w o u l d  h a v e  i t s  
o w n  i n t e r n a l  v a r i a b l e ,  w h i c h  w o u l d  b e g i n  t o  e v o l v e  w h e n  t h e  s t r e s s  h a d  e x c e e d e d  
t h r e s h o l d  o n  t h e  c o r r e s p o n d i n g  p l a s t i c  e l e m e n t .  I n  t h i s  w a y  t h e  t r a n s i t i o n  f i o m  
v i s c o e l a s t i c  t o  p l a s t i c  b e h a v i o u r  c a n  b e  b r o k e n  d o w n  i n t o  a  f i n i t e  n u m b e r  o f  s t e p s ,  
t h r o u g h  a  s u i t a b l e  c h o i c e  o f  p a r a m e t e r  v a l u e s .  T h e  a c t u a l  n u m b e r  r e q u i r e d  w o u l d  
d e p e n d  o n  t h e  d e s i r e d  s m o o t h n e s s  o f  t h e  t r a n s i t i o n .  T h e  m o d e l  d e s c r i b e d  a b o v e  d o e s  n o t  
l e n d  i t s e l f  t o  o b v i o u s  i n t e r p r e t a t i o n  i n  t e r m s  o f  t h e  i n n e r  w o r k i n g s  o f  a n  E R  f l u i d .  
H o w e v e r  t h e  d u a l  o f  t h i s  m o d e l ,  o b t a i n e d  b y  a r r a n g i n g  a  f i n i t e  n u m b e r  o f  e l e m e n t a r y  
m o d e l s  ( i . e .  E P )  i n  p a r a l l e l  a l l o w s  f o r  a  s i m p l e  i n t e r p r e t a t i o n  a n d  a s  s u c h  w i l l  b e  t a k e n  
u p  n e x t .  
3 . 6  A  M u l t i p l e  e l e m e n t  m o d e l  
A s  n o t e d  p r e v i o u s l y ,  t h e  m a i n  d r a w b a c k  o f  t h e  m o d e l s  p r e s e n t e d  s o  f a r  i s  t h a t  f o r  f i x e d  
e l e c t r i c  f i e l d ,  t h e  t r a n s i t i o n  b e t w e e n  e l a s t i c  a n d  p l a s t i c  f l o w  i s  i n s t a n t a n e o u s .  I n  a  " r e a l "  
E R  f l u i d  o n e  w o u l d  e x p e c t  t h e  t r a n s i t i o n  t o  b e  m o r e  g r a d u a l ,  i m p l y i n g  t h e  s i m u l t a n e o u s  
o c c u r r e n c e  o f  b o t h  e l a s t i c  a n d  p l a s t i c  d e f o r m a t i o n .  C o n s i d e r  t h e  s i t u a t i o n  w h e r e  a n  
e l e c t r i c  f i e l d  i s  a p p l i e d  t o  a  f l u i d  i n i t i a l l y  a t  r e s t  ( n o  f l o w ,  s t r e s s  f i - e e ) ,  a t  a  r a t e  
s u f f i c i e n t l y  s l o w  s o  t h a t  v i s c o u s  e f f e c t s  c a n  b e  i g n o r e d .  S u p p o s e  t h a t  a R e r  s u f f i c i e n t  
t i m e  f o r  c h a i n  f o r m a t i o n  h a s  e l a p s e d ,  a n  i n c r e a s i n g  s t r a i n  i s  a p p l i e d  t o  t h e  m o v a b l e  
e l e c t r o d e ,  a t  a  r a t e  s u f f i c i e n t l y  s l o w  s o  t h a t  v i s c o u s  e f f e c t s  c a n  b e  i g n o r e d .  A t  f i r s t  t h e  
r e s p o n s e  w o u l d  b e  p r e d o m i n a n t l y  e l a s t i c  d u e  t o  r e v e r s i b l e  s t r e t c h i n g  a n d  d e f o r m a t i o n  o f  
e l e c t r o d e  s p a n n i n g  p a r t i c l e  c h a i n s .  T h e r e  w o u l d  a l s o  b e  s o m e  i r r e v e r s i b l e  d e f o r m a t i o n  
o f  t h e  c h a i n s  ( p l a s t i c  r e s p o n s e ) ,  d u e  t o  t h e  f r i c t i o n  e x p e r i e n c e d  b y  p a r t i c l e s  a s  t h e y  s l i d e  
o v e r  o n e  a n o t h e r  d u r i n g  t h e  d e f o r m a t i o n .  A s  t h e  s t r a i n  i n c r e a s e s  f u r t h e r ,  t h e  i r r e v e r s i b l e  
d e f o r m a t i o n s  w o u l d  a l s o  i n c r e a s e  a n d  w o u l d  b e  a c c o m p a n i e d  b y  t h e  s n a p p i n g  a n d  
r e f o r m a t i o n  o f  w e a k e r  p a r t i c l e  c h a i n s  ( s e e  S e c t i o n . 3 ) .  F u r t h e r  i n c r e a s e  i n  t h e  s t r a i n  w i l l  
c a u s e  m o r e  a n d  m o r e  o f  t h e  c h a i n s  t o  b e g i n  t h e  p r o c e s s  o f  r u p t u r e  a n d  r e f o r m a t i o n ,  
d e c r e a s i n g  t h e  r a t i o  o f  r e v e r s i b l e  t o  i r r e v e r s i b l e  d e f o r m a t i o n .  T h i s  p r o c e s s  w o u l d  
c o n t i n u e  w i t h  i n c r e a s i n g  s t r a i n  u n t i l  t h e  e f f e c t i v e  e l a s t i c  r e s p o n s e  h a d  d i s a p p e a r e d  a n d  
f u l l y  d e v e l o p e d  p l a s t i c  f l o w  i s  a c h i e v e d .  
F i g  3 . 1 9  G e n e r a l i z e d  e l a s t i c  p l a s t i c  m o d e l  I I ( E P )  
O n e  a p p r o a c h  t o  m o d e l l i n g  s u c h  b e h a v i o u r  i s  t o  c o m b i n e  a  f i n i t e  n u m b e r  o f  e l a s t i c -  
p l a s t i c  m o d e l s  i n  p a r a l l e l ,  F i g  3 . 1 9 .  T h e  t o t a l  s t r a i n  a c r o s s  e a c h  o f  t h e  e l e m e n t s  i s  t h e  
s a m e  a n d  t h e  t o t a l  s t r e s s  i s  t h e  s u m  o f  t h e  s t r e s s e s  o n  t h e  i n d i v i d u a l  s p r i n g s .  E a c h  
e l e m e n t  h a s  a  c o n s t a n t  e l a s t i c  m o d u l u s  G i  >  0  a n d  a  f i e l d  d e p e n d e n t  y i e l d  s t r a i n e ,  ( E ) z ,  .  
T h e  s e q u e n c e  { z , )  i s  a s s u m e d  t o  s a t i s f y  0  =  z ,  <  r ,  <  z ,  . . . . .  <  z ,  <  UJ w i t h  u n i f o r m  
p a r t i t i o n  A T  =  z ,  - z i p ,  f o r  a l l  i  =  1 , 2 , - . . ,  N .  I t  w i l l  a l s o  b e  a s s u m e d  t h a t  e , ( E )  i s  a n  
i n c r e a s i n g  h n c t i o n  o f  t h e  e l e c t r i c  f i e l d  m a p p i n g   e l o n t  o n t o  [ O , c ]  a n d  t h a t  t h e  
c o m p o s i t e  h n c t i o n  e ,  ( t )  =  e , .  ( E ( t ) )  i s  L i p s c h i t z  c o n t i n u o u s .  U s i n g  t h i s  m o d e l  i t  w i l l  b e  
p o s s i b l e  t o  b r e a k  u p  t h e  t r a n s i t i o n  f r o i n  e l a s t i c  t o  p u r e l y  p l a s t i c  f l o w  i n t o  a  f i n i t e  
n u m b e r  o f  s t e p s .  I n  t h e  l i t e r a t u r e  o n  h y s t e r e s i s  o p e r a t o r s  t h i s  s o r t  o f  m o d e l  i s . u s u a l l y  
r e f e r r e d  t o  a s  t h e  P r a n d t l - I s h l i n s k i i  m o d e l  ( o f  t h e  s t o p  t y p e )  [ 6 7 ] [ 6 8 ] ,  h o w e v e r  i n  w h a t  
f o l l o w s  i t  w i l l  s i m p l y  b e  r e f e r r e d  t o  a s  t h e  l I ( E P )  m o d e l .  
T h e  f r e e  e n e r g y  a n d  d i s s i p a t i o n  f u n c t i o n  f o r  a  m o d e l  c o n s i s t i n g  o f  N  ( E P )  e l e m e n t s  a r e  
s i m p l y ,  
w h e r e  a  =  [ a , ,  a , ,  .  .  .  ,  a ,  l T  i s  t h e  v e c t o r  o f  i n t e r n a l  v a r i a b l e s ,  c o r r e s p o n d i n g  w i t h  t h e  
s t r a i n s  a c r o s s  t h e  i n d i v i d u a l  p l a s t i c  e l e m e n t s .  S i n c e  t h e  d i s s i p a t i o n  f u n c t i o n  i s  
h o m o g e n o u s  o f  f i r s t  o r d e r  i n  t h e  i n t e r n a l  v a r i a b l e  r a t e s ,  t h e  i n d i v i d u a l  d i s s i p a t i o n  
p o t e n t i a l s  s a t i s f y  D , ( & , ;  E )  =  ( P i ( & , ;  E )  .  N o w  t a k i n g  d i f f e r e n t i a l s  o f  t h e  p o t e n t i a l s  
y i e l d s ,  
A ,  =  d D i  =  G , e ,  ( E ) T @ ~ & ,  1. 
( 3 . 6 . 5 )  
A p p l y i n g  L e m m a  3 . 2 . 1 ,  t h e  d u a l  d i s s i p a t i o n  p o t e n t i a l  i s  s i m p l y  
D *  ( A ;  E )  =  x: I ( A ,  ;  C ,  ( E ) )  ,  w h e r e  ( A  ;  C  ( E ) )  i s  t h e  i n d i c a t o r  f b n c t i o n  o f  t h e  
c o n v e x  s e t  
C ,  ( E )  =  { A i  E  W  I  f ;  ( A , ;  e ,  ( E ) )  =  I A ,  1  -  G i e ,  ( E ) r ,  5  0 ) .  
T h e  e v o l u t i o n  
e q u a t i o n  f o r  k i  i s  g i v e n  b y  
h i  E  N ( A , ;  C , ( E ) ) .  ( 3 . 6 . 6 )  
U s i n g  ( 3 . 6 . 4 )  a n d  t h e  d e f i n i t i o n  o f  t h e  n o r m a l  c o n e  i n  ( 3 . 2 . 1 6 ) ,  i t  f o l l o w s  t h a t  ( 3 . 6 . 6 )  i s  
e q u i v a l e n t  t o  a  f a m i l y  o f  N  v a r i a t i o n a l  i n e q u a l i t i e s  ( i n  t e r m s  o f  t h e  c o m p o s i t e  h n c t i o n  
e ,  ( t )  =  e r  ( E ( t ) )  ) ,  Isi ( t ) l 5  e ,  ( t ) ~ , ,  b ' t  2  0  
( e ( t )  -  i i ( t ) ,  i ,  ( t )  -  n )  >  0  b ' l p i l  5  e ,  ( t ) q  
( 3 . 6 . 7 )  
w i t h  i n i t i a l  c o n d i t i o n  I s i ( 0 ) 1  5  e ,  ( O ) z , .  A p p l y i n g  t h e  r e s u l t s  i n  g C . 3 ,  i t  f o l l o w s  t h a t  f o r  
e a c h  e  E  c O "  ( % +  ;  % )  ,  e r  E  C O . '  ( % + ;  % + )  n  [O, e , ]  ,  e a c h  o f  t h e  N  v a r i a t i o n a l  i n e q u a l i t i e s  
h a s  a  u n i q u e  s o l u t i o n  s  E  c ~ ( + ; ) .  D e f i n e  t h e  t o t a l  i n i t i a l  s t i f f n e s s  
G T  =  c: G ,  a n d  t h e  s t i f f n e s s  r a t i o  P i  =  G i / G ,  ,  s o  t h a t  x : P i  =  1 .  T h e  t o t a l  s t r e s s  i n  
( 3 . 6 . 3 )  c a n  n o w  b e  r e w r i t t e n  a s ,  
T h e  i t '  e l e m e n t  c a n  b e  i n t e r p r e t e d  a s  r e p r e s e n t i n g  a l l  t h e  c h a i n s  w i t h  y i e l d  s t r a i n  
e ,  ( E ) z ,  ,  w h i l e  P i  c a n  b e  i n t e r p r e t e d  a s  r e p r e s e n t i n g  t h e  t o t a l  f r a c t i o n  ( p e r  u n i t  v o l u m e )  
o f  c h a i n s  w i t h  y i e l d  s t r a i n  e , ( E ) z ,  .  P a s s i v i t y  o f  t h e  m o d e l  ( 3 . 6 . 7 ) - ( 3 . 6 8 )  f o l l o w s  f r o m  
t h e  f a c t  t h a t  e a c h  t h e  i n d i v i d u a l  E P  e l e m e n t s  d e f i n e  p a s s i v e  m a p s  f r o m  e  t o  s i  ( s e e  
( 3 . 4 . 3 7 ) ) .  A n  i m p o r t a n t  p r a c t i c a l  q u e s t i o n  i s  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  i d e n t i f y i n g G ,  a n d  t h e  
i n d i v i d u a l  P i  f i o m  p h y s i c a l  e x p e r i m e n t s .  C o n s i d e r  a p p l y i n g  a  f i x e d  e l e c t r i c  f i e l d  
( e , . ( . )  =  0 )  t o  a  s t a t i c  c o n t r o l  v o l u m e  o f  E R  f l u i d  ( a s  i n  S e c t i o n . 3 )  a n d  a s s u m e  t h a t  
e ( t )  i n c r e a s e s  s l o w l y  o n  % +  f r o m  i n i t i a l  c o n d i t i o n  e ( 0 )  =  0  .  I t  m a y  b e  p o s s i b l e  t o  m o d e l  
t h e  s t r e s s  r e s p o n s e  m o d e l  u s i n g  a  m e m o r y l e s s  f b n c t i o n  o f  t h e  a p p l i e d  s t r a i n ,  a  =  L ( e )  .  
I n  s o l i d  m e c h a n i c s  L ( e )  i s  o f t e n  r e f e r r e d  t o  a s  t h e  i n i t i a l  l o a d i n g  c u r v e  [ 3 7 ] .  F o r  
s i m p l i c i t y  i t  w i l l  b e  a s s u m e d  t h a t  L  E  c ' , ' ( % + ; % + )  i s  a n  i n c r e a s i n g ,  c o n c a v e  f u n c t i o n  
( s o f t e n i n g )  s a t i s f y i n g  L ( 0 )  =  0  a n d  l i m e , ,  L ( e )  <  c o  .  O n c e  a  p a r a m e t e r i z a t i o n  o f L ( e )  
h a s  b e e n  o b t a i n e d  f o r  a  g i v e n  E  ( e i t h e r  i n  p a r a m e t r i c  f o r m  o r  f r o m  e x p e r i m e n t a l  d a t a ) ,  
t h e  t o t a l  y i e l d  s t r e s s  a n d  i n i t i a l  s t i f f n e s s  c a n  b e  o b t a i n e d  f i o m ,  
r ( E )  =  l i m  L ( e ) ,  G T  =  ( 3 . 6 . 9 )  
e + m  
T o  s i m p l i f y  d e v e l o p m e n t s ,  s e t  e , ( E )  =  r ( E ) / G T  ,  w h i c h  c o r r e s p o n d s  w i t h  t h e  y i e l d  
s t r a i n  f o r  s i n g l e  E P  e l e m e n t  w i t h  y i e l d  s t r e s s  r ( E )  a n d  e l a s t i c  m o d u l u s  G T  .  I t  f o l l o w s  
t h a t  i n  h l l y  d e v e l o p e d  p l a s t i c  f l o w  ( a l l  e l e m e n t s  y i e l d i n g )  
N o w ,  f o r  f i x e d  e ,  ( E )  >  0 ,  a s s u m e  t h a t  e ( t )  i n c r e a s e s  s l o w l y  o n  % + f r o m  i n i t i a l  
c o n d i t i o n  e ( 0 )  =  0  a n d  t h a t  s i  ( 0 )  =  0 ,  ' d i  =  1 , .  .  .  ,  N .  T h e  r e s p o n s e  o f  e a c h  ( E - P )  e l e m e n t  
w i l l  b e  g i v e n  b y  
s i  ( t )  =  m i n ( e ( t ) ,  e , . ? , ) ,  
i  =  1 , .  .  .  ,  N  ,  
( 3 . 6 . 1  1 )  
s o  t h a t  t h e  t o t a l  s t r e s s  r e s p o n s e  c a n  b e  w r i t t e n  a s  
N  n  
o ( t )  =  L ( e ( t ) )  =  G T e ( t )  C p ,  +  ~ , e , . z  ~ , r ,  f o r  e ( c )  E  e , . [ z n ,  r , + , ) ,  
( 3 . 6 . 1 2 )  
A  s i m p l e  l e a s t  s q u a r e  m e t h o d  f o r  i d e n t i f y i n g  t h e  i n d i v i d u a l  P i  s o  a s  t o  a c c u r a t e l y  
a p p r o x i m a t e  t h e  s m o o t h  l o a d i n g  c u r v e  L ( e )  i s  e a s i l y  d e d u c e d .  I t  i s  a l s o  p o s s i b l e  t o  
e x t e n d  t h e  n ( E P )  s o  a s  t o  i n c l u d e  a n  i n f i n i t e  n u m b e r  o f  E P  e l e m e n t s ,  t h i s  i n o d e l  i s  
r e f e r r e d  t o  a s  t h e  c o n t i n u o u s  n ( E P ) .  A s  a n  e x a m p l e ,  i n  [ 6 9 ]  t h e  a u t h o r s  p r o p o s e d  t h e  
p h e n o m e n o l o g i c a l  r e l a t i o n  i n  ( 3 . 6 . 1 3 )  a s  a  r e s p o n s e  f o r  a n  E R  f l u i d  s u b j e c t  t o  
m o n o t o n i c  s h e a r ,  i . e .  e ,  e  2  0  .  
a  =  r ( E ) ( l -  e x p ( - G T e  /  r ( E ) )  + y e  ( 3 . 6 . 1 3 )  
w h e r e  G T  i s  t h e  c o n s t a n t  s h e a r  m o d u l u s  a n d  r ( E )  i s  t h e  f i e l d  d e p e n d e n t  y i e l d  s t r e s s .  T o  
s i m p l i f y  m a t e r s  t h e  l i n e a r  v i s c o s i t y  w i l l  b e  i g n o r e d  f o r  t h e  p r e s e n t .  N o w  i t  c a n  e a s i l y  
b e  s e e n  t h a t  ( 3 . 6 . 1 3 )  s a t u r a t e s  t o  a  =  r ( E )  a s e  +  a ,  s o  t h e  d o m a i n  o f  z  i s  93,. U s i n g  
e , . ( E )  =  r ( E ) / G ,  ,  t h e  s t r e s s - s t r a i n  r e l a t i o n  i n  ( 3 . 6 . 1 3 )  c a n  b e  w r i t t e n  a s  
o  =  G T e ,  ( I  -  e x p ( - e  /  e , ) )  ,  f r o m  w h i c h  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  e , .  p l a y s  t h e  r o l e  o f  a  s p a c e  
c o n s t a n t  ( a s  o p p o s e d  t o  a  t i m e  c o n s t a n t ) ,  g o v e r n i n g  t h e  r a t e  o f  s a t u r a t i o n  w i t h  i n c r e a s i n g  
e  .  S e t t i n g  L ( e )  =  G T e ,  ( 1  -  e x p ( - e  1  e , . ) )  f o r  e  E  [ O ,  a ) ,  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  L ( e )  i s  
i n c r e a s i n g  a n d  c o n c a v e  a s  r e q u i r e d .  F i g  3 . 2 0 ( a )  s h o w s  a  s i n g l e  ( c l o c k w i s e )  s t r e s s - s t r a i n  
l o o p  f o r  t h e  s i m p l e  E P  m o d e l  a n d  t h e  c o n t i n u o u s  n ( E P )  o b t a i n e d  f r o m  t h e  l o a d i n g  
c u r v e  ( 3 . 6 . 1 3 ) .  F i g  3 . 2 0  ( b )  s h o w s  t h e  s t r e s s - s t r a i n  l o o p  f o r  a  5  e l e m e n t  a p p r o x i m a t i o n  
o f  t h e  c o n t i n u o u s  n ( E - P )  m o d e l .  W h i l e  t h e  E - P  m o d e l  p r e d i c t s  a  v e r y  u n r e a l i s t i c  
i n s t a n t a n e o u s  t r a n s i t i o n  b e t w e e n  e l a s t i c  a n d  p l a s t i c  b e h a v i o u r ,  t h e  c o n t i n u o u s  n ( E P )  
m o d e l  p r e d i c t s  a  s m o o t h ,  a s y m p t o t i c  t r a n s i t i o n  ( t h e  e l a s t i c  m o d u l u s  u s e d  i n  t h e  
s i m u l a t i o n s  i s  u n r e a l i s t i c a l l y  s m a l l  a n d  w a s  u s e d  s i m p l y  t o  i l l u s t r a t e  t h e  e f f e c t s  m o r e  
c l e a r l y ) .  E x a m i n a t i o n  o f  F i g  3 . 2 0 ( b ) ,  s h o w s  t h a t  e v e n  u s i n g  5  e l e m e n t s ,  t h e  
i m p r o v e m e n t  o v e r  t h e  E P  m o d e l  i s  q u i t e  c o n s i d e r a b l e .  
A t  t h i s  s t a g e  t w o  i m p o r t a n t  ( t h o u g h  p r o b a b l y  o b v i o u s )  r e m a r k s  n e e d  t o  b e  m a d e .  F o r  
f i x e d  E ,  t h e  s h a p e  o f  t h e  h y s t e r e s i s  l o o p s  i n  F i g  3 . 2 0  a r e  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  r a t e  a t  
w h i c h  t h e y  a r e  t r a v e r s e d .  A l s o ,  f o r  m o n o t o n i c  l o a d i n g  n o t h i n g  d i s t i n g u i s h e s  t h e  
c o n t i n u o u s  1 7 ( E P )  f r o m  a  n o n l i n e a r  e l a s t i c  s o l i d  w i t h  t h e  s a m e  L ( e )  .  I t  i s  o n l y  w h e n  
u n l o a d i n g ,  a f t e r  a  c h a n g e  i n  s i g n  o f  t h e  s t r a i n  r a t e ,  t h a t  t h e  i r r e v e r s i b l e / p l a s t i c  b e h a v i o u r  
w i l l  b e c o m e  a p p a r e n t .  
I .  I  
0 . 2  - a 1  o  0.1 0 2  
( a )  S t r a i n  
F i g  3 . 2 0  S t r e s s - s t r a i n  l o o p  f o r  ( a )  E P  m o d e l  a n d  c o n t i n u o u s  n @ P )  m o d e l ,  
( b )  5  e l e m e n t  a p p r o x i m a t i o n  t o  c o n t i n u o u s  H ( E P ) .  
F i g  3 . 2 1 ( b )  a n d  ( c )  s h o w  t h e  h y s t e r e s i s  l o o p s  g e n e r a t e d  b y  t h e  E P  m o d e l  a n d  a  2 0  
e l e m e n t  n ( E P )  m o d e l ,  f o r  a  f i x e d  e l e c t r i c  f i e l d  a n d  a  s i n u s o i d a l  s t r a i n  w i t h  
m o n o t o n i c a l l y  i n c r e a s i n g  a m p l i t u d e  F i g  3 . 2 1  ( a ) .  F i g  3 . 2 2  s h o w s  t h e  r e s p o n s e s  o f  t h e  
t w o  m o d e l s  t o  a  s i n u s o i d a l  a p p l i e d  s t r a i n  e  =  A s i n ( 2 w t )  a n d  a  t i m e  v a r y i n g  y i e l d  
s t r a i n  r ( E )  =  B  +  C  s i n ( w t )  .  W h i l e  a  m o d e l  c o n s i s t i n g  o f  t w e n t y  o r  m o r e  E P  e l e m e n t s  
m a y  s e e m  o v e r l y  c o m p l i c a t e d  a n d  i n e f f i c i e n t  f o r  c o n t r o l  i m p l e m e n t a t i o n  o r  s i m u l a t i o n ,  
t h e  a c t u a l  i n t e g r a t i o n  a l g o r i t h m s  a r e  r e m a r k a b l y  s i m p l e ,  a c c u r a t e  a n d  a b s o l u t e l y  s t a b l e  
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,  ( b )  S t r a i n  ( c ]  S t r a i n  
F i g  3 . 2 1  ( a )  A p p l i e d  s t r a i n  t i m e  h i s t o r y ,  ( b )  s t r e s s  s t r a i n  l o o p s  g e n e r a t e d  b y  E P  m o d e l ,  
( c )  s t r e s s  s t r a i n  l o o p s  g e n e r a t e d  b y  2 0  e l e m e n t  n ( E P ) .  
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( a )  T l m e  
( b )  T i m e  
F i g  3 . 2 2  R e s p o n s e  o f  ( a )  E - P  m o d e l  a n d  ( b )  2 0  e l e m e n t  n ( E P )  m o d e l  t o  a  
s i n u s o i d a l  s t r a i n  a n d  a  t i m e  v a r y i n g  y i e l d  s t r a i n .  
N o t e  t h a t  a l l  o f  t h e  m o d e l s  p r e s e n t e d  a b o v e  d e f i n e  a  p a s s i v e  m a p p i n g  b e t w e e n  e  a n d  o  ,  
e v e n  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  a  t i m e  v a r y i n g  e l e c t r i c  f i e l d .  I t  w a s  n o t e d  p r e v i o u s l y ,  t h a t  t h i s  i s  
a  c o n s e q u e n c e  o f  t h e  f a c t  t h a t  t h e  e l e c t r i c  f i e l d  d o e s  n o t  a p p e a r  a s  a  v a r i a b l e  i n  t h e  f r e e  
e n e r g y ,  o n l y  a s  a  p a r a m e t e r  i n  t h e  d i s s i p a t i o n  p o t e n t i a l .  I t s  o v e r a l l  e f f e c t  i s  t o  c o n t r o l  t h e  
s i z e  o f  t h e  s e t  o f  a d m i s s i b l e  r e v e r s i b l e  s t r a i n s ,  t h u s  p l a c i n g  a n  u p p e r  b o u n d  o n  t h e  
a c h i e v a b l e  d i s s i p a t i o n  r a t e  a n d  o n  t h e  a v a i l a b l e  e n e r g y  s t o r a g e .  
T h e  p r i m a r y  p u r p o s e  o f  t h i s  c h a p t e r  w a s  t o  d e m o n s t r a t e  t h a t  t h e  w e l l - k n o w n  m e t h o d  o f  
" t h e r m o m e c h a n i c s  w i t h  i n t e r n a l  v a r i a b l e s "  p r o v i d e s  a n  i n t u i t i v e  a n d  s y s t e m a t i c  
a p p r o a c h  f o r  m o d e l l i n g  t h e  m e c h a n i c a l  b e h a v i o u r  o f  s h e a r  m o d e  E R  f l u i d  d a m p e r s .  
T h e  c h a p t e r  b e g i n s  w i t h  a  b r i e f  r e v i e w  o f  s o m e  o f  t h e  p r e s e n t  a p p r o a c h e s  f o r  t h e  
m o d e l l i n g  o f  E R  d a m p e r s l f l u i d s .  I t  w a s  s h o w n  t h a t  s o m e  o f  t h e s e  a p p r o a c h e s  c a n  
p r o d u c e  m o d e l s  w h i c h  d o  n o t  d e f i n e  a  p a s s i v e  m a p  b e t w e e n  t h e  i m p o s e d  v e l o c i t y  a n d  
t h e  p r e d i c t e d  d a m p e r  r e s i s t a n c e .  N o t  o n l y  c a n  t h i s  f o r m  o f  n o n - p a s s i v e  b e h a v i o u r  l e a d  
t o  s t r a n g e  r e s u l t s  w h e n  p e r f o r m i n g  q u a l i t a t i v e  a n a l y s i s  o n  t h e  m o d e l s ,  i t  c a n  a l s o  l e a d  t o  
u n r e a l i s t i c a l l y  g o o d  r e s u l t s  i n  s i m u l a t i o n  s t u d i e s  o f  v i b r a t i o n  o r  d i s t u r b a n c e  c o n t r o l .  T h e  
b a s i c  m e c h a n i s m s  b e l i e v e d  t o  g o v e r n  t h e  E R  e f f e c t  w e r e  t h e n  r e v i e w e d .  T h e  i n t e r e s t  i n  
t h e s e  m e c h a n i s m s  i s  n o t  t o  p r e d i c t  t h e  f o r c e  l e v e l s  o r  p a r a m e t e r s  v a l u e s ,  b u t  t o  g a i n  
s o m e  i n s i g h t  i n t o  t h e  e n e r g y  s t o r a g e  a n d  d i s s i p a t i o n  p r o p e r t i e s  o f  a n  E R  f l u i d  i n  s h e a r .  
A  s i m p l i f i e d  v e r s i o n  o f  t h e  t h e o r y  o f  " t h e r m o m e c h a n i c s  w i t h  i n t e r n a l  v a r i a b l e s "  w a s  
t h e n  p r e s e n t e d  a l o n g  w i t h  t h e  n e c e s s a r y  t o o l s  f r o m  c o n v e x  a n a l y s i s .  T h r o u g h  t h e  u s e  o f  
e x a m p l e s ,  i t  w a s  s h o w n  t h a t  a  s i m p l e  a n d  i n t u i t i v e  a p p r o a c h  t o  a p p l y i n g  t h e  t h e o r y  i s  
f i r s t  c o n s t r u c t  a  p h e n o m e n o l o g i c a l  m o d e l ,  u s i n g  i d e a l i s e d  r h e o l o g i c a l  e l e m e n t s  s u c h  a s  
s p r i n g s  a n d  f r i c t i o n  e l e m e n t s ,  w h i c h  c o n c e p t u a l l y  c a p t u r e s  t h e  m e c h a n i c a l  b e h a v i o u r  o f  
a  g i v e n  d a m p e r .  T h i s  m o d e l  i s  u s e d  t o  c o n s t r u c t  t w o  h n c t i o n s ,  t h e  f r e e  e n e r g y  a n d  t h e  
d i s s i p a t i o n  f u n c t i o n ,  w h i c h  r e p r e s e n t  t h e  e n e r g y  s t o r e d  b y  t h e  r h e o l o g i c a l  e l e m e n t s  a n d  
t h e  r a t e  a t  w h i c h  e n e r g y  i s  d i s s i p a t e d  b y  t h e  e l e m e n t s  r e s p e c t i v e l y .  A p p l y i n g  a  
s y s t e m a t i c  p r o c e d u r e  t o  t h e s e  t w o  f u n c t i o n s ,  o n e  t h e n  o b t a i n s  a n  e v o l u t i o n  e q u a t i o n  f o r  
t h e  p h e n o m e n o l o g i c a l  d a m p e r  m o d e l .  
I t  i s  a l s o  s h o w n  t h a t  i f  t h e  e l e c t r i c  f i e l d  ( c o n t r o l  v a r i a b l e )  a p p e a r s  o n l y  a s  a  p a r a m e t e r  i n  
t h e  d i s s i p a t i o n  f u n c t i o n ,  t h e  r e s u l t i n g  m o d e l  w i l l  a u t o m a t i c a l l y  d e f i n e  a  p a s s i v e  m a p  
f r o m  t h e  i m p o s e d  v e l o c i t y  t o  t h e  r e s u l t i n g  f o r c e .  I n  t e r m s  o f  r h e o l o g i c a l  e l e m e n t s  t h i s  
r e s u l t s  s t a t e s  t h a t  t h e  s t i f f n e s s  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  s p r i n g s  s h o u l d  b e  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  
e l e c t r i c  f i e l d ,  w h i l e  t h e  n o n n e g a t i v e  v i s c o u s  c o e f f i c i e n t s  a n d  y i e l d  s t r e s s e s  a s s o c i a t e d  
w i t h  d a s h p o t s  a n d  f r i c t i o n  e l e m e n t s  r e s p e c t i v e l y ,  a r e  a l l o w e d  t o  d e p e n d  o n  t h e  e l e c t r i c  
f i e l d .  A  n u m b e r  o f  s i m p l e  e l a s t i c - p l a s t i c  a n d  v i s c o p l a s t i c  t y p e  m o d e l s  w e r e  t h e n  
p r e s e n t e d ,  a l l  o f  w h i c h  f o l l o w  t h i s  c a v e a t .  
I t  w a s  n o t e d  t h a t  t h e  m a i n  d r a w b a c k  o f  t h e s e  s i m p l e  m o d e l s  i s  t h a t  f o r  f i x e d  e l e c t r i c  
f i e l d ,  t h e  t r a n s i t i o n  b e t w e e n  p r e y i e l d  a n d  p o s t y i e l d  b e h a v i o u r  i s  i n s t a n t a n e o u s .  I n  a  
" r e a l "  E R  f l u i d  o n e  w o u l d  e x p e c t  t h e  t r a n s i t i o n  t o  b e  m o r e  g r a d u a l .  I t  w a s  s h o w n  t h a t  
o n e  a p p r o a c h  t o  m o d e l l i n g  s u c h  b e h a v i o u r  i s  t o  c o m b i n e  a  f i n i t e  n u m b e r  o f  s i m p l e  
m o d e l s  i n  p a r a l l e l .  U s i n g  t h i s  a p p r o a c h  i t  w i l l  b e  p o s s i b l e  t o  b r e a k  u p  t h e  t r a n s i t i o n  
p r e y i e l d  t o  p o s t y i e l d  b e h a v i o u r  i n t o  a  f i n i t e  n u m b e r  o f  s t e p s .  
S u f f i c i e n t  c o i l d i t i o n s  f o r  e s t a b l i s h i n g  e x i s t e n c e  a n d  u n i q u e n e s s  o f  s o l u t i o n s  f o r  e a c h  o f  
t h e  d a m p e r  m o d e l s  w e r e  a l s o  p r e s e n t e d .  T h e  p r o o f s  f o r  t h e s e  r e s u l t s  a r e  c o n t a i n e d  i n  
A p p e n d i x  C .  I n  t h e  p r e s e n t  l i t e r a t u r e  o n  E R  a n d  M R  f l u i d s ,  l i t t l e  o r  n o  a t t e n t i o n  i s  p a i d  
t o  q u e s t i o n s  o f  e x i s t e n c e  a n d  u n i q u e n e s s  o f  s o l u t i o n s  o f  d a m p e r  m o d e l s .  T h i s  i s  
s u r p r i s i n g ,  a s  m a n y  o f  t h e  m o d e l s  w h i c h  h a v e  b e e n  p r o p o s e d  a r e  h i g h l y  n o n l i n e a r  a n d  
o f t e n  d i s c o n t i n u o u s .  
C h a p t e r  4  
S t a b i l i t y  A n a l y s i s  
T h e  p r i m a r y  f o c u s  o f  t h e  p r e s e n t  c h a p t e r  i s  t h e  q u a l i t a t i v e  a n a l y s i s  o f  a  s i m p l e  s e c o n d  
o r d e r  o s c i l l a t o r  f i o m  5 2 ,  c o u p l e d  w i t h  t h e  c o n t r o l l a b l e  E P  m o d e l  f r o m  5 3 .  T h e  s y s t e m  i s  
d e f i n e d  b y  t h e  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  a n d  v a r i a t i o n a l  i n e q u a l i t y  
w h e r e  x ,  a n d  x 2  r e p r e s e n t  t h e  p o s i t i o n  a n d  v e l o c i t y  o f  t h e  o s c i l l a t o r  a n d  z  r e p r e s e n t s  
t h e  d a m p e r  r e a c t i o n  f o r c e .  T h e  t i m e  d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  r ( t )  a n d  b ( t )  r e p r e s e n t  t h e  
c o n t r o l l a b l e  y i e l d  f o r c e  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  d a m p e r  a n d  a  b o u n d e d  d i s t u r b a n c e  ( t r e m o r ) .  
T h e  r e a s o n s  f o r  f o c u s i n g  o n  t h e  E P  m o d e l ,  o v e r  t h e  o t h e r ,  p o s s i b l y  m o r e  r e a l i s t i c  
d a m p e r  m o d e l s  d e v e l o p e d  i n  5 3 ,  a r e  t w o f o l d .  F i r s t  t h e  E P  m o d e l  i s  r e l a t i v e l y  s i m p l e  a n d  
a s  s u c h ,  e a s i e r  t o  a n a l y s e .  H o w e v e r ,  w h e n  v i e w e d  a s  t h e  m o d e l  o f  a  c o n t r o l l a b l e  
d a m p e r ,  t h e  E P  m o d e l  h a s  s o m e  r a t h e r  u n d e s i r a b l e  i n p u t - o u t p u t  p r o p e r t i e s ,  n o t  p r e s e n t  
i n  m o r e  c o m p l e x  m o d e l s ,  m a k i n g  i t  a  s o r t  o f  w o r s t  c a s e  s c e n a r i o .  
S e c t i o n  4 . 1 ,  f i r s t  d e v e l o p s  t h e  m o d e l  p r e s e n t e d  a b o v e .  F o l l o w i n g  t h i s ,  s o m e  b a s i c  
i n t e r n a l  a n d  e x t e r n a l  s t a b i l i t y  r e s u l t s  a r e  e s t a b l i s h e d  f o r  C  .  S e c t i o n  4 . 2  f o c u s e s  o n  t h e  
i n t e r n a l  s t a b i l i t y  p r o p e r t i e s  o f  t h e  c o u p l e d  s y s t e m  ( i . e .  b ( . )  -  0 ) .  T h e  s e c t i o n  b e g i n s  w i t h  
a  r e v i e w  o f  s o m e  k n o w  r e s u l t s  f o r  s e m i - a c t i v e  d a m p e r s .  F i n d i n g  t h e s e  r e s u l t s  t o  b e  
i n a d e q u a t e  f o r  t h e  p r e s e n t  p u r p o s e s ,  t h e  n o t i o n  o f  a  O T  - r e c u r r e n t  c o n t r o l  i s  d e v e l o p e d .  
S e c t i o n  4 . 3  a n a l y s e s  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  " l i n e a r i z i n g "  t h e  r e s p o n s e  o f  t h e  E P  m o d e l  
t h r o u g h  a  " f e e d f o r w a r d "  c o n t r o l .  A n  o u t g r o w t h  o f  t h e  a n a l y s i s  i s  t h e  n o v e l  c o n c e p t  o f  
d i s s i p a t i o n  s h a p i n g .  I n  s o m e  s e n s e ,  t h e  d i s s i p a t i o n  s h a p i n g  c o n t r o l  c a n  b e  s e e n  a s  a  f o r m  
o f  m o d e l  r e f e r e n c e  c o n t r o l ,  i n  w h i c h  t h e  r e s p o n s e  o f  t h e  E P  m o d e l  i s  f o r c e d  t o  t r a c k  t h e  
r e s p o n s e  o f  a  m o r e  d e s i r a b l e  r h e o l o g i c a l  m o d e l .  
4 . 1  B a s i c  s t a b i l i t y  a n a l y s i s  
T h e  f i r s t  t h i n g  t o  d o  i s  t o  c o u p l e  t h e  f o r e a r m  m o d e l  g i v e n  b y  e q u a t i o n  ( 2 . 2 . 8 )  
w i t h  t h e  c o n t r o l l a b l e  E P  m o d e l  d e f i n e d  b y  e q u a t i o n  ( 3 . 4 . 3 5 ) ,  ) ~ ( t ) )  <  r ( E ( t ) ) ,  V t  2  0  
( G e ( t ) - d - ( t ) , 0 ( t ) - ~ ) 2 0  V l p l < r ( E ( t ) )  f o r a . e . t > O .  ( 4 . 1 . 2 )  
T h e  E R  d a m p e r  i s  a s s u m e d  t o  b e  o f  t h e  r o t a r y  c o u e t t e  t y p e  a n d  t h a t  t h e  a x i s  o f  t h e  r o t o r  
i s  l o c a t e d  a t  t h e  e l b o w .  F o r  s i m p l i c i t y  i t  i s  a s s u m e d  t h a t  t h e  s h e a r  s t r a i n  c a n  b e  
a p p r o x i m a t e d  b y  e  =  x ,  a n d  t h e  r e a c t i v e  t o r q u e  b y  -  F ( t )  =  0 1  J  = :  z  .  S e t t i n g  e  =  x ,  ,  t h e  
p u r e l y  v i s c o u s  c o n t r i b u t i o n  o f  t h e  d a m p e r  f o r c e  c a n  s i m p l y  b e  a b s o r b e d  i n  t o  t h e  
d a m p i n g  c o e f f i c i e n t  R  ,  i n  ( 4 . 1 . 1 ) .  I t  i s  a s s u m e d  t h a t  t h e  y i e l d  s t r e s s  ( t o r q u e )  r ( E )  i s  a  
k n o w n ,  i n c r e a s i n g  f u n c t i o n  o f  t h e  c o n t r o l l a b l e  e l e c t r i c  f i e l d  E ( t )  t h a t  m a p s  [ 0 ,  E l  o n t o  
[ O , F ] ,  w h e r e  E  i s  t h e  m a x i m u m  e l e c t r i c  f i e l d  l e v e l .  T o  s i m p l i f y  n o t a t i o n  i n  w h a t  
f o l l o w s ,  o n l y  t h e  c o m p o s i t e  f u n c t i o n  r ( t )  =  r ( E ( t ) )  w i l l  b e  u s e d .  N o w ,  a b s o r b i n g  t h e  
i n e r t i a  J  i n t o  t h e  e l a s t i c  m o d u l u s  G  a n d  t h e  c o n t r o l l a b I e  y i e l d  s t r e s s  r ( t )  y i e l d s  t h e  
c o u p l e d  s y s t e m  
L ,  
( G X ,  -  i ,  z  -  p )  t  0 ,  
b f l o l  5  r ( t ) ,  
l z ( t ) l <  r ( t ) ,  b f t  2  0 .  
w i t h  s t a t e  v e c t o r  x ,  =  ( x ,  z )  .  R e c a l l  t h a t  t h e  n o n l i n e a r  f b n c t i o n  h  :  Y I  I +  3  
s a t i s f i e s  h ( 0 )  =  0  a n d  t h e  i n e q u a l i t y  
0 5  ( h ( x , ) - h ( ~ , ) , x l  - Y I ) ( L ( ~ I  - y J 2 .  
( 4 . 1  - 4 )  
U s i n g  i n e q u a l i t y  ( 2 . 2 . 1 3 )  i t  f o l l o w s  t h a t  f o r  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  x ( 0 )  E  ! R 2 a n d  
I z ( 0 ) /  <  r ( 0 )  ,  a n y  s o l u t i o n  o f  X  w i l l  s a t i s f y  i z ( t ) l  I  r ( t )  <  F  a n d  
I x ( t ) l <  , O l x ( ~ ) l e - ~ '  + v $ / b l l ,  +  F X l  - e p i c  ) .  
( 4 . 1 . 5 )  
f o r  s o m e  c o n s t a n t s  P ,  y ,  c  >  0 .  B a s e d  o n  ( 4 . 1 . 5 )  a n d  c o r o l l a r y  C . 3 . 1 ,  o n e  o b t a i n s  t h e  
f o l l o w i n g  e x i s t e n c e  a n d  u n i q u e n e s s  r e s u l t .  L e t  b ( t )  a n d  r ( t )  b e  g i v e n  f u n c t i o n s  s u c h  t h a t  
b  E  c o Z 1  ( % + ;  9 3 )  ,  l b ( t ) I  b ,  V t  2  0  a n d  r  E  c O , '  ( % + ;  % + )  ,  r ( t )  5  7 , V t  L  0 .  T h e n  f o r  e a c h  
s e t  o f  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  x ( 0 )  E  w  a n d  I z ( o ) (  5  r ( 0 )  ,  Z  h a s  a  u n i q u e  s o l u t i o n  
x u  ( t  ;  x u  ( o ) ,  r ( . ) ,  b ( . ) )  =  ( ~ ( t ;  x u  ( o ) ,  r ( . ) ,  b ( . ) ) ,  z ( t ;  x u  ( 0 1 ,  r ( . ) >  b ( . ) ) )  s u c h  t h a t  
x  E  c ' , '  ( % + ; s 2 )  a n d  z  E  c O , l  ( % + ; % )  .  M o r e o v e r ,  t h e  s o l u t i o n  d e p e n d s  c o n t i n u o u s l y  
o n  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  x a ( 0 )  a n d  t h e  f u n c t i o n s  r ( t ) , b ( t )  .  W h e n  t h i s  d e p e n d e n c e  i s  
c l e a r  x ,  ( t )  =  ( x ( t ) , z ( t ) )  w i l l  b e  u s e d  t o  r e f e r  t o  t h e  s t a t e  o f  C  a t  t i m e  t  r  0 .  
H a v i n g  e s t a b l i s h e d  e x i s t e n c e  a n d  u n i q u e n e s s  o f  s o l u t i o n s ,  t h e  n e x t  s t e p  i s  t o  l o o k  a t  t h e  
q u a l i t a t i v e  b e h a v i o u r  o f  C  .  A  n a t u r a l  s t a r t i n g  p o i n t  i s  t o  o b t a i n  s o m e  e x p r e s s i o n s  
r e l a t i n g  t o  t h e  e n e r g y  f l o w  i n  t h e  s y s t e m .  T h e  r e a d e r  i s  r e f e r r e d  b a c k  t o  5 2 . 3  f o r  t h e  
r e q u i r e d  d e f i n i t i o n s .  I n  5 2 . 3  i t  w a s  s h o w n  t h a t  C x  d e f i n e s  a  p a s s i v e ,  f i n i t e  g a i n  m a p  
( b  -  Z )  H  x 2  ,  w i t h  n a t u r a l  s t o r a g e  f u n c t i o n  a n d  e n e r g y  b a l a n c e  
t  
H x  ( x ( t ) )  -  H x  ( x ( 0 ) )  +  j:fi: ( s ) ) d s  =  -  k ( s ) x 2  ( s ) d s  +  ( b ( s ) x ,  ( s ) d s .  ( 4 . 1 . 7 )  
B y  c o n s t r u c t i o n  X z  d e f i n e s  a  p a s s i v e  m a p  x ,  H  z  w i t h  n a t u r a l  s t o r a g e  f u n c t i o n  a n d  
e n e r g y  b a l a n c e  ( s e e  e q u a t i o n  ( 3 . 4 . 3 7 ) )  
T h e  f u n c t i o n  @ ( t )  =  @ ( z ( t ) ,  x ,  ( t ) ; r ( t ) )  i s  t h e  n o n n e g a t i v e  d i s s i p a t i o n  f u n c t i o n ,  g i v e n  b y  
( s e e  ( 3 . 4 . 3 8 ) )  
I  
x 2 z -  H Z  ( r ( t ) )  i f  H z  ( z )  =  H z  ( r ( t ) )  
@ ( z ,  ~ 2  ;  r ( t ) )  =  
a n d  x , z  >  H ~  ( r ( t ) ) ,  
1  o  o t h e r w i s e ,  
w h e r e  H , ( r ( t ) )  =  r ( t 1 2 / 2 ~  p l a c e s  a n  i n s t a n t a n e o u s  u p p e r  b o u n d  o n  t h e  e n e r g y  w h i c h  
c a n  b e  s t o r e d  b y  ( a n d  h e n c e  e x t r a c t e d  f r o m )  C, .  I n  ( 4 . 1 . 7 )  b ( t ) x 2  ( t )  r e p r e s e n t s  t h e  
r a t e  o f  e x t e r n a l  e n e r g y  s u p p l y ,  
z ( t ) x , ( t )  r e p r e s e n t s  t h e  r a t e  a t  w h i c h  e n e r g y  i s  
t r a n s f e r r e d  b e t w e e n z ,  a n d  C , ,  a n d  f i i ( t ) r e p r e s e n t s  t h e  r a t e  a t  w h i c h  e n e r g y  i s  
d i s s i p a t e d  d u e  t o  t h e  m o t i o n s  o f  C x  .  I f  z ( t ) x , ( t )  >  0  t h e n  t h e  e n e r g y  t r a n s f e r  i s  f r o m  
E x  t o  C ,  ( l o a d i n g )  a n d  i f  z ( t ) x 2 ( t ) < 0  t h e  e n e r g y  t r a n s f e r  i s  f r o m  E ,  t o  C x  
( u n l o a d i n g ) .  
T h e  d a m p e r  C ,  h a s  n o  e x t e r n a l  p o w e r  s u p p l y ,  r a t h e r  i t s  o n l y  s o u r c e  o f  e n e r g y  i s  
t h r o u g h  i t s  i n t e r a c t i o n  w i t h  E x .  T h i s  e n e r g y  f l o w  i s  s h o w n  i n  F i g  4 . 1 .  T h e  n a t u r a l  
s t o r a g e  f u n c t i o n  f o r  C  i s  s i m p l y  H ( x ,  z )  =  H x  ( x )  +  H z  ( z )  a n d  t h e  t o t a l  e n e r g y  b a l a n c e  
i s  
H ( x ( t ) ,  z ( t ) )  -  H ( x ( O ) ,  z ( 0 ) )  +  ( s ) d s  +  I i C D ( s ) d s  =  j : b ( s ) x 2  ( s ) d s ,  
( 4 . 1 . 1  1 )  
S t o r e d  
D i s s i p a t e d  ' -  
w h i c h  d e f i n e s  a  p a s s i v e ,  f i n i t e  g a i n ,  m a p  f r o m  
b  I +  x ,  ( p a s s i v i t y  p r o p e r t i e s  o f  E x  
p r e s e r v e d ) .  A s  t h e  t r e m o r ,  b ( t ) ,  p r o v i d e s  t h e  o n l y  e x t e r n a l  s o u r c e  o f  e n e r g y ,  t h e  
b e h a v i o u r  o f  C  f o r  n o n z e r o  b ( t )  w i l l  b e  r e f e r r e d  t o  a s  e x t e r n a l  b e h a v i o u r ,  w h i l e  i f  
b ( t )  -  0 ,  t h e  b e h a v i o u r  o f  C  w i l l  b e  r e f e r r e d  t o  a s  i n t e r n a l  b e h a v i o u r .  A s s u m e  f o r  t h e  
m o m e n t  t h a t  t h e  i n i t i a l  s t o r e d  e n e r g y  i s  z e r o  ( H ( x , ( O ) )  =  0 ) ,  s o  t h a t  a n y  n o n t r i v i a l  
e v o l u t i o n  o f  C  m u s t  b e  d u e  t o  a n  e x t e r n a l  s u p p l y  o f  e n e r g y .  R e a r r a n g i n g  ( 4 . 1 . 9 )  a n d  
( 4 . 1 . 1  1 )  y i e l d s  
T h u s ,  C, c a n n o t  d i s s i p a t e  m o r e  e n e r g y  t h a n  i s  s u p p l i e d  t o  i t  b y C x ,  w h i c h  i s  i n  t u r n  
l e s s  t h a n  t h e  e n e r g y  s u p p l i e d  t o  C x  m i n u s  t h e  e n e r g y  d i s s i p a t e d  d u e  t o  t h e  m o t i o n  o f  
F i g  4 . 1  E n e r g y  f l o w  i n  ( 4 . 1 . 1 2 )  w i t h  l o s s l e s s  i n t e r c o n n e c t i o n  
N o w ,  e n e r g y  t r a n s f e r  f i o m  E x  t o  2 ,  r e q u i r e s  n o n t r i v i a l  m o t i o n  o f  C, ( x ,  +  0 )  ,  a n d  
t h i s  m o t i o n  w i l l  d i s s i p a t e  s o m e  o f  t h e  s u p p l i e d  e n e r g y .  A s  a  r e s u l t ,  t h e  m a x i m u m  
a m o u n t  o f  e n e r g y  t h a t  C, c a n  p o s s i b l y  d i s s i p a t e  i s  s t r i c t l y  l e s s  t h a t  t h a t  s u p p l i e d  t o  C, 
b y  b ( t )  .  T h i s  i s  b a s i c a l l y  a  s t a t e m e n t  o f  t h e  f a c t  ( s e e  $ 2 )  t h a t  n o  a d m i s s i b l e  c o n t r o l  r ( t )  
( r  E  c ~ ~ ' ( % + ; % + ) )  e x i s t s  w h i c h  c a n  c o m p l e t e l y  c a n c e l  t h e  e f f e c t  o f  a  p e r s i s t e n t  
d i s t u r b a n c e ,  o n  t h e  b e h a v i o u r  o f  C ,  .  T o  m a k e  t h i s  a  b i t  m o r e  p r e c i s e ,  c o n s i d e r  t h e  c a s e  
w h e r e  b ( t )  i s  s o m e  n o n t r i v i a l  T - p e r i o d i c  d i s t u r b a n c e .  T h e n  f o r  x  =  0  t o  b e  a  p a r t i a l  
e q u i l i b r i u m  f o r  C  w o u l d  r e q u i r e  t h a t  f o r  x ,  =  0 ,  t h e r e  e x i s t  a  c o n t r o l  r ( t )  ,  s u c h  t h a t  
C ,  h a s  a  n o n t r i v i a l  T - p e r i o d i c  s o l u t i o n  z ( t )  =  b ( t ) ,  t  2  0 .  S e t t i n g  x ,  =  0  i n  ( 4 . 1 . 9 )  
i m p l i e s  t h a t  H z ( z ( t ) )  a n d  h e n c e  I z ( t ) l  i s  n o n i n c r e a s i n g  a s  a  h n c t i o n  o f  t i m e .  S i n c e  
( z ( t ) l  i s  b o u n d e d  b e l o w  b y  z e r o ,  i t  t e n d s  t o  a  l i m i t  a s  t  +  c o y  r u l i n g  o u t  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  
a  n o n t r i v i a l  T - p e r i o d i c  s o l u t i o n .  F o r  e x a m p l e ,  i f  z ( t )  i s  T - p e r i o d i c  t h e n  t h e r e  e x i s t  t w o  
t i m e s  t ,  ,  t ,  E  [ 0 ,  T )  ,  s u c h  t h a t  t ,  >  t ,  a n d  I z ( t 2 ) l  <  l z ( t l ) l  .  B u t  b y  p e r i o d i c i t y  
I z ( t , ) )  <  I z ( t l  +  T ) I  ,  w h i c h  i s  i m p o s s i b l e .  
A l l  i s  n o t  l o s t  h o w e v e r .  C o n s i d e r  t h e  c a s e  w h e r e  b o t h  b ( t )  a n d  r ( t )  a r e  T - p e r i o d i c  a n d  
l e t  =  ( x ,  Z )  b e  a  T - p e r i o d i c  s o l u t i o n  o f  C  ( p r o o f  o f  e x i s t e n c e  j s  g i v e n  i n  5 D . 2 ) .  T h e n  
H ( x u  ( t ) )  =  H ( x ,  ( t  +  T ) ) ,  ' d t  2  0  ,  s o  t h a t  a p p l y i n g  t h e  i n e q u a l i t y  x , b  I  R X ;  1 2  +  b 2 / 2 ~  
t o  ( 4 . 1 . 1  1 )  a n d  r e a r r a n g i n g  y i e l d s  
f o r  a l l  t  2  0 .  N o t e  t h a t  t h e  l e f t  h a n d  s i d e  o f  ( 4 . 1 . 1 3 )  r e p r e s e n t s  t h e  a v e r a g e d  k i n e t i c  
e n e r g y  o v e r  [ O , T ) .  T h u s  b y  e n s u r i n g  C z  d i s s i p a t e s  a  p o s i t i v e  a m o u n t  o f  e n e r g y  o n  
e a c h  p e r i o d ,  t h e  u p p e r  b o u n d  o n  t h e  a v e r a g e d  k i n e t i c  e n e r g y  w i l l  b e  r e d u c e d .  A s  n o t e d  
i n  5 2 . 3 ,  t h i s  w i l l  a l s o  r e d u c e  t h e  u p p e r  b o u n d  o n  t h e  o s c i l l a t i o n  o f  Z ,  .  
R e t u r n i n g  t o  t h e  d i s s i p a t i o n  f u n c t i o n  ( 4 . 1 . 1 0 ) ,  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  C, i s  n o t  s t r i c t l y  
p a s s i v e  a n d  n o t  l o s s l e s s  e i t h e r  ( s e e  5 2 . 3  f o r  p a s s i v i t y  d e f i n i t i o n s ) .  F o r  e x a m p l e ,  i f  
H z ( r ( t o ) )  =  0  a n d  x , ( t )  >  0 ,  V t  E  [ t o ,  t , ]  ,  t h e n  C z  c a n  s t o r e  a l l  o f  t h e  e n e r g y  s u p p l i e d  
t o  i t  w i t h o u t  a n y  l o s s e s ,  p r o v i d e d  H , ( z ( t ) )  <  H z  ( r ( t ) ) ,  V t  E  [ t o ,  t , ]  .  I f  a f t e r  t  =  t ,  ,  
x ,  <  0 ,  ' d t  E  ( t ,  ,  t , ]  ,  t h e n  a l l  o f  t h i s  s t o r e d  e n e r g y  c a n  b e  r e t u r n e d  t o  C, ,  a g a i n  p r o v i d e d  
H z  ( z ( t ) )  <  H z  ( r ( t ) ) ,  V t  E  ( t l  ,  t , ]  .  E x a m i n a t i o n  o f  ( 4 . 1 . 1 0 )  s h o w s  t h a t  C z  w i l l  o n l y  
d i s s i p a t e  e n e r g y  i f  t h e  s t o r e d  e n e r g y  i s  a t  i t s  i n s t a n t a n e o u s  m a x i m u m  a n d  i f  t h e  r a t e  o f  
e n e r g y  s u p p l y  f r o m  C ,  i s  g r e a t e r  t h a n  t h e  r a t e  o f  c h a n g e  o f  H z ( r ( t ) )  .  N o t e  t h a t  t h e  
c o n d i t i o n  x 2 z  >  0  i s  n o t  r e q u i r e d  f o r  d i s s i p a t i o n  t o  o c c u r .  I n d e e d  d i s s i p a t i o n  i s  p o s s i b l e  
i f  C ,  i s  i n  t h e  p r o c e s s  o f  r e t u r n i n g  s t o r e d  e n e r g y  t o  C x  d u e  t o  t h e  n a t u r a l  e v o l u t i o n  o f  
C  ,  a n d  i f  t h e  a v a i l a b l e  s t o r a g e  i s  d e c r e a s i n g  f a s t e r  t h a n  t h e  n a t u r a l  e n e r g y  e x t r a c t i o n  
c a n  t a k e  p l a c e .  N o w  i f  x 2  -  0  ( s a y ,  c l a m p e d  b y  s o m e  l a r g e  m u l t i v a l u e d  f i i c t i o n  f o r c e ) ,  
t h e n  x 2 z  =  0  a n d  H z  ( z )  w i l l  b e  n o n i n c r e a s i n g .  N o w  H z  ( z )  c a n  s t i l l  b e  b r o u g h t  t o  z e r o  
i n  f i n i t e  t i m e  b y  b r i n g i n g  H z ( r ( t ) )  t o  z e r o  ( c a n n o t  b e  d o n e  i n f i n i t e l y  f a s t  d u e  t o  t h e  
r e s t r i c t i o n r  E  c O , l  ) .  I f  t h i s  i s  t h e  c a s e ,  t h e n  a l l  o f  t h e  s t o r e d  e n e r g y  w i l l  b e  d i s s i p a t e d  
( w h i c h  c o u l d  b e  i n t e r p r e t e d  a s  a  c o n t r o l l e d  i n c r e a s e  i n  e n t r o p y ,  d u e  t o  t h e  l o s s  o f  a b i l i t y  
t o  d o  u s e f u l  w o r k  o n  C , ) .  A n  i n t e r e s t i n g  c a s e  o c c u r s  w h e n  r ( t )  =  r  =  c o n s t a n t .  F r o m  
( 4 . 1 . 1 0 )  i t  c a n  b e .  s e e n  t h a t  d i s s i p a t i o n  w i l l  o c c u r  o n l y  i f  H z  ( z )  =  H z  ( r )  =  c o n s t a n t  a n d  
x , z  >  0  ( e n e r g y  f l o w i n g  f r o m  C ,  t o C z ) .  I t  t h i s  i s  t h e  c a s e  t h e n  t h e  d i s s i p a t i o n  i s  
g i v e n  b y  @ ( t )  =  x , z  >  0 ,  w h i c h  c a n  b e  i n t e r p r e t e d  a s  a  s o r t  o f  o v e r f l o w  c o n d i t i o n .  T h a t  
i s ,  C z  i s  u n a b l e  t o  s t o r e  a n y  m o r e  e n e r g y  a n d  s o  i n s t a n t l y  d i s s i p a t e s  a l l  a d d i t i o n a l  
e n e r g y  r e c e i v e d  ( m a x i m u m  d i s s i p a t i o n  p r i n c i p l e ) .  I t  c a n  a l s o  b e  s e e n  t h a t  d i s s i p a t i o n  
r e q u i r e s  C, t o  e x h i b i t  n o n t r i v i a l  m o t i o n  ( x ,  +  0 ) ,  w h i l e  C z  m u s t  r e m a i n  s t a t i o n e r y  
( Z  =  0 ) .  
S o  f a r  t h e  d i s c u s s i o n  h a s  f o c u s e d  o n  e x t e r n a l  p r o p e r t i e s  o f  C  .  H o w e v e r  t r e m o r  i s  n o t  
p e r m a n e n t ,  s o  e n s u r i n g  n i c e  i n t e r n a l  s t a b i l i t y  p r o p e r t i e s  i s  a l s o  i m p o r t a n t .  I n  5 2 . 2  i t  w a s  
s h o w n  t h a t  t h a t  i f  b ( t )  -  0  a n d  r ( t )  r  0  ( a n d  h e n c e  z ( t )  =  0 )  t h e n  t h e  o r i g i n  i s  a  G E S  
e q u i l i b r i u m  f o r C , .  I f  t h e  t r e m o r  d o e s  v a n i s h ,  w h a t  c o n d i t i o n s  c a n  b e  i m p o s e d  o n  t h e  
f u n c t i o n  r ( t )  s o  a s  t o  e n s u r e  t h a t  t h e  o r i g i n  ( i n  ! R 3 )  i s  a n  i n t e r n a l l y  G E S  e q u i l i b r i u m  f o r  
C  ( o t h e r  t h a n  t h e  r e s t r i c t i o n  r ( t )  =  0 ) .  T h i s  i s  a  b i t  t r i c k y  a n d  w i l l  b e  t a k e n  u p  i n  t h e  
n e x t  t w o  s e c t i o n s  o f  t h i s  c h a p t e r .  F o r  t h e  p r e s e n t ,  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n s  f o r  t h e  o r i g i n  t o  
b e  a n  i n t e r n a l l y  G A S  e q u i l i b r i u m  w i l l  s u f f i c e .  A  r e v i e w  o f  L i a p u n o v  s t a b i l i t y  c o n c e p t s  
c a n  b e  f o u n d  i n  § B .  N o t e  t h a t  f o r  b ( t )  -  0 ,  x ,  =  0  i s  a n  e q u i l i b r i u m  f o r  C  ,  i r r e s p e c t i v e  
o f  v a r i a t i o n s  i n  r ( t ) .  U s i n g  ( 4 . 1 . 4 )  i t  i s  e a s i l y  s h o w n  t h a t  t h e  n a t u r a l  s t o r a g e  f u n c t i o n  
2  
H ( x , )  =  H z  ( z )  +  H,y ( x )  s a t i s f i e s  c , l x , 1 2  5  H ( x o )  5  c 2 I x a l  f o r  s o m e  c o n s t a n t s  
c ,  2  c ,  >  0 .  S e t t i n g  b ( t )  -  0  i n  ( 4 . 1 . 1  1 )  g i v e s  
a n d  h e n c e  l x a  ( t ) l <  J X I x a ( 0 ) I  f o r  a l l  t  2  0 ,  f r o m  w h i c h  i t  f o l l o w s  t h a t  t h e  o r i g i n  ( i n  
s 3 )  i s  u n i f o r m l y  s t a b l e  a n d  t h a t  a l l  s o l u t i o n s  a r e  u n i f o r m l y  b o u n d e d .  C o n s e q u e n t l y  t h e  
p o s i t i v e  l i m i t  s e t  R ( x a )  ( s e e  5 B . 2 )  i s  n o n e m p t y ,  c o m p a c t  a n d  i s  t h e  s m a l l e s t  c l o s e d  s e t  
a p p r o a c h e d  b y  x a ( t ) .  S i n c e  t h e  s t o r a g e  f u n c t i o n  
H ( x , ( t ) )  i s  n o n i n c r e a s i n g  a s  a  
f u n c t i o n  o f  t i m e  a n d  b o u n d e d  b e l o w  b y  z e r o ,  i t  h a s  a  d e f i n i t e  l i m i t  a s  t  - +  o o ,  i . e .  
l i i n , , ,  H ( x a  ( t ) )  =  1  ,  s o  
l o % ;  ( s ) d s  I  H  ( x u  ( 0 ) )  -  1. 
( 4 . 1 . 1 5 )  
C o m b i n i n g  ( 4 . 1 . 1 5 )  w i t h  t h e  e x i s t e n c e  r e s u l t  g i v e n  a t  t h e  s t a r t  o f  t h i s  s e c t i o n ,  i t  c a n  b e  
c o n c l u d e d  t h a t  x ,  E  L ,  ( % + ; % )  n  c l , '  ( 9 3 , ; s ) .  B a r b a l a t ' s  l e m m a  ( L e m m a  B . 3 )  c a n  n o w  
b e  u s e d  t o  s h o w  t h a t  x ,  ( t )  + =  0  a s  t  - +  c o  .  S i n c e  x ,  ( t )  +  0  a s  t  +  o o  a n d  
x ,  E  c 0 , l  ( % + ; % )  ,  t h e  s e c o n d  v e r s i o n  o f  B a r b a l a t ' s  l e m m a  ( L e m m a  B . 4 )  c a n  b e  u s e d  t o  
c o n c l u d e d  t h a t  x , ( t )  0  a s  t  +  o o  .  I t  f o l l o w s  f r o m  ( 4 . 1 . 3 )  t h a t  
l i m l h ,  ( x ,  ( t ) )  +  z ( t ) l =  l i m l ~ x ,  ( t )  +  i ,  ( t ) l =  0 ,  
( 4 . 1 . 1 6 )  
t + m  t + m  
w h e r e  h K  ( x ,  )  =  K x ,  +  h ( x ,  )  i s  a n  i n c r e a s i n g  f u n c t i o n .  T h e  l i m i t  i n  ( 4 . 1 . 1 6 )  i m p l i e s  a  o n e  
t o  o n e  c o r r e s p o n d e n c e  b e t w e e n  l i m i t s  s e t s  C 2 ( x 1 )  a n d  
R ( z ) ,  w h i c h  i s  p r o v i d e d  b y  t h e  
f u n c t i o n  h K  ( . )  .  N o w ,  u s i n g  ( 4 . 1 . 1  6 )  a n d  t h a t  f a c t  t h a t  x ,  ( t )  4  0  a s  t  +  
g i v e s  
1  
l i m  H ( X ,  ( t ) )  =  l i m  K $  ( t )  +  -  z 2  ( t )  +  %  ( ' ) h ( s ) d s  ,  
t + m  2 G  
1  
i m p l y i n g  t h a t  x ,  ( t )  t e n d s  t o  a  c o n s t a n t ,  s a y  x; E  R ( x , )  a n d  t h a t  z ( t )  t e n d s  t o  a  c o n s t a n t  
z *  =  - h , ( x ; )  E  R ( z )  .  I t  f o l l o w s  t h a t  f o r  e a c h  d i v e r g e n t  s u b s e q u e n c e  i t , }  o f  94, ,  i t  
m u s t  b e  t h a t  1  ,  ( t )  2  1 i n , z ( t n )  =  z *  , w h i c h  i m p l i e s  t h a t  
z *  1  i n  ( t )  =  r  .  P u t t i n g  a l l  t h i s  t o g e t h e r  i t  c a n  b e  c o n c l u d e d  t h a t  
~ ( x " )  E M  =  b a  t  s 3  1  h K ( ? )  =  - z * , x ,  =  O , Z  =  Z * , V Z *  € 1 - r , , r , l } .  C l e a r l y  i f  r, =  0 ,  
t h e n  R ( x a )  =  0 ,  i m p l y i n g  t h a t  x ,  =  0  i s  a  G A S  e q u i l i b r i u m  f o r  C  .  F o r  e x a m p l e  i f  r ( t )  
i s  T - p e r i o d i c  a n d  
m i n t , , , , , )  r ( t )  =  0 ,  t h e n  r, =  0 ,  i m p l y i n g  t h e  o r i g i n  i s  G A S .  
F u r t h e r m o r e ,  i n  t h i s  c a s e  p e r i o d i c y  o f  C  m e a n s  t h a t  G A S  c a n  b e  s t r e n g t h e n e d  t o  
G U A S  ( s e e  5 B .  1 ) .  O f  c o u r s e  i f  t h e  c o n t r o l  r ( t )  i s  a  n o n z e r o  c o n s t a n t ,  t h e n  r ( t )  - =  r , , ,  a n d  
i t  c a n  o n l y  b e  c o n c l u d e d  t h a t  a l l  s o l u t i o n s  c o n v e r g e  t o  t h e  s e t  M  .  
F i g  4 . 2  s h o w s  s o m e  t y p i c a l  t r a j e c t o r i e s  o f  C ,  f o r  d i f f e r e n t  i n i t i a l  c o n d i t i o n s ,  w i t h  
b ( t )  -  0  a n d  r ( t )  -  r ,  >  0 .  T h e  e l a s t i c  m o d u l u s  f o r  t h e  d a m p e r  m o d e l  w i l l  b e  t a k e n  a s  
I O O O N m l r a d  ,  w h i c h  w h e n  s c a l e d  b y  t h e  i n e r t i a  ( s e e  5 2 . 2 ) ,  g i v e s  G  =  2 0 0 0 0 .  A l l  
s i m u l a t i o n s  o f  C  h a v e  b e e n  p e r f o r m e d  i n  t h e  S i m u l i n k M a t l a b  s o f t w a r e  p a c k a g e  [ 8 3 ] ,  
u s i n g  a  f o u r t h - o r d e r  R u n g e - K u t t a  a l g o r i t h m  f o r  C x  c o u p l e d  w i t h  a n  i m p l i c i t  E u l e r  
a l g o r i t h m  f o r  t h e  C z .  A  f i x  t i m e  s t e p  o f  0 . 0 0 0 5  s e c o n d s  w a s  u s e d  a l o n g  w i t h  t h e  
p a r a m e t e r  v a l u e s  R  =  1 6 ,  K  =  9 0 ,  L  =  1 0 0  a n d  G  =  2 0 0 0 0 .  N o t i c e  t h a t  w h e n  t h e  
s o l u t i o n s  a r e  c l o s e  t o  t h e  c o r r e s p o n d i n g  l i m i t  p o i n t ,  t h e  p r o j e c t i o n  o f  t h e  t r a j e c t o r i e s  i n t o  
t h e  x - p l a n e ,  b e h a v e  a s  i f  t h e  e q u i l i b r i u m  w a s  a  s t a b l e  f o c u s .  T h i s  i s  t h e  s o r t  o f  
b e h a v i o u r  u s u a l l y  a s s o c i a t e d  w i t h  a  l i n e a r  u n d e r  d a m p e d  o s c i l l a t o r .  T h i s  f o r m  o f  
o s c i l l a t o r y  b e h a v i o u r  i s  u n d e s i r a b l e  a n d  p r o b a b l y  n o t  w h a t  o n e  w o u l d  i n t u i t i v e l y  e x p e c t  
f r o m  a n  E R  d a m p e r .  H o w e v e r ,  i t  c a n  b e  e l i m i n a t e d  b e  u s i n g  m o r e  c o m p l e x  m o d e l s  s u c h  
a s  t h e  m u l t i p l e  e l e m e n t  E P  m o d e l  a n d  t h e  G n F  m o d e l  ( s e e  5 3 . 5 ) .  A s  s u c h ,  t h e  E P  m o d e l  
c a n  b e  v i e w e d  a s  a  w o r s t  c a s e  s c e n a r i o ,  i n  t e r m s  o f  w e l l  b e h a v e d  t r a n s i e n t s  a n d  t h u s  a  
s u i t a b l e  s t a r t  f o r  t h e  a n a l y s i s .  
S o  w h a t  c a n  b e  c o n c l u d e d  f r o m  t h e  a n a l y s i s  p r e s e n t e d  a b o v e ?  I n  t e r m s  o f  d i s t u r b a n c e  
a t t e n u a t i o n ,  i t  w a s  s h o w n  t h a t  c o m p l e t e  c a n c e l l a t i o n  o f  t h e  e f f e c t s  o f  b ( t )  i s  i m p o s s i b l e .  
H o w e v e r ,  a s  b ( t )  p r o v i d e s  t h e  o n l y  s o u r c e  o f  e n e r g y  s u p p l y ,  i t  s h o u l d  b e  p o s s i b l e  t o  a  
l e a s t  r e d u c e  i t s  e f f e c t  o n  t h e  r e s u l t i n g  t r a j e c t o r i e s  o f  C x ,  b y  s u i t a b l y  m o d u l a t i n g  t h e  
d i s s i p a t i o n  f u n c t i o n  c D ( t ) .  N o w  i f  a  g e n e r a l  c o n t r o l  s c h e m e  f o r  r ( t )  c o u l d  b e  d e v i s e d ,  
w h i c h  w o u l d  e n s u r e  t h a t  a l l  s o l u t i o n s  o f  C  t e n d  t o  a  T - p e r i o d i c  s o l u t i o n ,  t h e n  C z  
w o u l d  h a v e  a  p e r i o d i c  s u p p l y  o f  e n e r g y  a t  i t s  d i s p o s a l  ( l o a d i n g  a n d  u n l o a d i n g  o n  e a c h  
p e r i o d  o f  s o l u t i o n ) .  I t  f o l l o w s  t h a t  i f  m o s t  o f  t h i s  e n e r g y  c o u l d  b e  p e r i o d i c a l l y  d i s s i p a t e d  
i n  s o m e  s u i t a b l e  m a n n e r ,  t h e n  t h e  a v e r a g e  o f  t h e  s y s t e m  k i n e t i c  e n e r g y ,  o v e r  e a c h  
p e r i o d  w i l l  b e  l e s s  t h a n  t h a t  o f  t h e  s y s t e m  w i t h  t h e  t r i v i a l  c o n t r o l  r ( . )  =  0 .  T h i s  w o u l d  i n  
t u r n  i m p l y  t h a t  i t  s h o u l d  b e  p o s s i b l e  t o  r e d u c e  t h e  o s c i l l a t i o n  o f  t h e  t r a j e c t o r y  a s  
c o m p a r e d  t o  t h e  t r a j e c t o r y  r e s u l t i n g  f r o m  r ( . )  =  0 .  T h e  v a r i o u s  a s p e c t s  o f  t h e  s c e n a r i o  
p r e s e n t e d  a b o v e  w i l l  b e  a n a l y s e d  i n  s o m e  d e t a i l  i n  t h e  s e c t i o n s  t h a t  f o l l o w .  
F i g  4 . 2  E x a m p l e  s o l u t i o n  t r a j e c t o r i e s  f o r  w i t h  b ( . )  =  0  r ( t )  =  c o n s t .  >  0  
4 . 2  I n t e r n a l  s t a b i l i t y  
T h e  o b j e c t i v e  o f  t h i s  s e c t i o n  w i l l  b e  t o  e s t a b l i s h  s o m e  i n t e r n a l  s t a b i l i t y  r e s u l t s  f o r C ,  f o r  
t h e  c a s e  i n  w h i c h  r ( t )  i s  t i m e  v a r y i n g .  M o r e  p r e c i s e l y ,  t h e  o b j e c t i v e  h e r e  i s  t o  o b t a i n  
s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n s  o n  r ( t )  w h i c h  e n s u r e  t h a t  t h e  o r i g i n  i s  a n  i n t e r n a l  G E S  e q u i l i b r i u m  
f o r  C ,  w h i l e  s t i l l  a l l o w i n g  s o m e  s c o p e  f o r  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  d i s t u r b a n c e  a t t e n u a t i o n  
s c h e m e s  i n  l a t e r  s e c t i o n s  ( t h u s  r u l i n g  o u t  t h e  t r i v i a l  c o n t r o l  r ( . )  =  0 ) .  
T h e  s t a b i l i t y  a n a l y s i s  o f  m e c h a n i c a l  s y s t e m s  c o u p l e d  w i t h  n o n l i n e a r / n o n a u t o n o m o u s  
d i s s i p a t i v e  d e v i c e s  a r i s e s  f r e q u e n t l y  i n  t h e  l i t e r a t u r e  o n  s e m i - a c t i v e  c o n t r o l .  T h e  
p r o b l e m  i s  n o t  r e s t r i c t e d  t o  h y s t e r e t i c  d a m p i n g  e i t h e r .  F o r  e x a m p l e ,  c o n s i d e r  t h e  s i m p l e  
o s c i l l a t o r ,  x  +  R ( t ) x  +  K x  =  0  ,  w i t h  s t i f f n e s s  K  >  0  a n d  c o n t r o l l a b l e  d a m p i n g  
c o e f f i c i e n t  R ( t )  2  0 ,  V t  2  0 .  T h e  t o t a l  e n e r g y  f o r  t h i s  s y s t e m s  i s  H  =  0 . 5 ( i 2  +  K i 2 ) ,  
w h i c h  i s  d i s s i p a t e d  a t  t h e  r a t e  H  =  - ~ ( t ) x ~  S O .  I f  R ( . )  2  a  >  0 ,  t h e n  t h e  s y s t e m  i s  
s t a b l e  a n d  a l l  o f  t h e  s y s t e m ' s  k i n e t i c  e n e r g y  0 . 5 x 2  ,  w i l l  b e  d i s s i p a t e d  a s  t  o o  .  
U n f o r t u n a t e l y ,  w i t h o u t  f u r t h e r  k n o w l e d g e  o f R ( t ) ,  t h e  s a m e  c a n n o t  b e  s a i d  f o r  t h e  
p o t e n t i a l  e n e r g y .  I t  c a n  b e  s h o w n  t h a t  i f  R ( . )  I  b  < a  i s  a l s o  e n f o r c e d ,  t h e n  a l l  o f  t h e  
s y s t e m s  e n e r g y  w i l l  b e  d i s s i p a t e d ,  r e n d e r i n g  t h e  e q u i l i b r i u m  x  =  x  =  0 ,  G A S .  H o w e v e r  
i f  R ( t )  i s  n o t  b o u n d e d  a b o v e ,  a  l i t t l e  m o r e  c a r e  n e e d s  t o  b e  t a k e n .  T h e  c l a s s i c a l  c o u n t e r  
e x a m p l e  a r i s e s  w i t h  R ( t )  =  2  +  e t  a n d  K  =  1 ,  w h i c h  a d m i t s  t h e  s o l u t i o n  x ( t )  =  c ( 1  +  e P t )  ,  
V c  E  %  S O  t h a t  l i m l , ,  x ( t )  =  c  .  A n  i n t u i t i v e  e x p l a n a t i o n  f o r  t h i s  s o r t  o f  p h e n o m e n a  i s  
t h a t  a s  t h e  s y s t e m  i s  l i n e a r ,  s o  i t  c a n n o t  a p p r o a c h  t h e  o r i g i n  f a s t e r  t h a n  e x p o n e n t i a l l y .  
T h u s  i f  R ( t )  g r o w s  f a s t  e n o u g h ,  t h e n  e v e n  i f  l i m , , ,  x ( t )  =  0 ,  i t  m a y  o c c u r  t h a t  
l i m , , , -  R ( t ) x ( t )  #  0 .  A  n e c e s s a r y  a n d  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n  f o r  G A S  w a s  o b t a i n e d  i n  
[ 7 1 ] :  i f  R ( t )  2  a  >  0 , V t  2  0  a n d  c  >  0  i s  f i x e d ,  t h e n  t h e  e q u i l i b r i u m  x  =  x  =  0  
m  
a s y m p t o t i c a l l y  s t a b l e ,  i f  a n d  o n l y  i f  [ ~ ( n c ) "  -  H ( ( n  -  1 ) ~ ) - '  =  m y  w h e r e  
n = l  
H ( t )  =  I l ? ( s ) d s  .  U s i n g  t h i s  c o n d i t i o n  i t  c a n  b e  s h o w n  t h a t  i f R ( t )  =  a t ,  a  >  0 ,  t h e n  t h e  
o r i g i n  i s  G A S ,  w h i l e  G A S  i s  l o s t  i f R ( t )  =  a t 2  .  T h e  l o s s  o f  G A S  i s  n o t  r e s t r i c t e d  t o  
n o n a u t o n o m o u s  d a m p i n g .  F o r  e x a m p l e  i f  R ( t ) x  =  a S G N ( x ) ,  o n e  o b t a i n s  t h e  m u c h  
s t u d i e d  c a s e  o f  m u l t i v a l u e d  c o u l o m b  f r i c t i o n .  A  s t r a i g h t  f o r w a r d  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  
K r a s o v s k i i - L a s a l l e  t h e o r e m  ( f j B . 2 )  s h o w s  t h a t  a l l  s o l u t i o n s  w i l l  c o n v e r g e  t o  t h e  s e t  
M  =  k x ,  i )  E  s 2  1  i  =  0 ,  X 1 .  E  a [ - 1 , 1 ] } .  T h e  s i m i l a r i t y  w i t h  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  p r e v i o u s  
s e c t i o n  i s  d u e  t o  t h e  f a c t  t h a t  t h e  c o r r e s p o n d i n g  d i s s i p a t i o n  f u n c t i o n  i s  h o m o g e n o u s  o f  
d e g r e e  o n e  i n  1  .  
T h e r e  h a v e  b e e n  n u m e r o u s  w o r k s  d e d i c a t e d  t o  t h e  s t a b i l i t y  a n a l y s i s  o f  m e c h a n i c a l  
s y s t e m s  c o u p l e d  w i t h  s e m i - a c t i v e ,  h y s t e r e t i c  d a m p e r s ,  h o w e v e r  m a n y  o f  t h e  r e s u l t s  
d e v e l o p e d  t o  d a t e  a r e  i n a p p l i c a b l e  i n  t h e  p r e s e n t  c a s e .  A  c o m m o n  a p p r o a c h  t o  
m o d e l l i n g  i s  t o  s t a r t  w i t h  a  v a r i a n t  o f  B o u c ' s  h y s t e r e s i s  m o d e l  [ 3 4 ]  a n d  t h e n  t o  e q u i p  i t  
w i t h  t i m e  v a r y i n g  " c o n t r o l "  p a r a m e t e r s .  T h e s e  p a r a m e t e r s  a c c o u n t  f o r  t h e  e f f e c t  o f  
v a r i a t i o n s  i n  t h e  e l e c t r i c  f i e l d ,  n o r m a l  f o r c e  e t c ,  [ 2 3 ] , [ 3 5 ] , [ 7 2 ] - [ 7 5 ] .  T h e  r e a s o n  f o r  t h e  
p o p u l a r i t y  o f  t h e  B o u c - t y p e  m o d e l s  i s  t h e i r  " s m o o t h n e s s " ,  s u p p o s e d l y  m a k i n g  
s u b s e q u e n t  a n a l y s i s  m u c h  e a s i e r .  I n  a u t o n o m o u s  f o r m  t h e s e  m o d e l s  a r e  u s u a l l y  
t h e r m o d y n a m i c a l l y  c o n s i s t e n t  [ 7 6 ] ,  h o w e v e r  t h e  i n d i s c r i m i n a t e  p l a c e m e n t  o f  t h e  t i m e  
v a r y i n g  " c o n t r o l "  p a r a m e t e r s  l e a d s  t o  m o d e l s  w h i c h  a r e  o f t e n  i n c o n s i s t e n t .  A s  a n  
e x a m p l e ,  t h e  s t a b i l i t y  o f  C, c o u p l e d  w i t h  a  s i m p l i f i e d  v e r s i o n  o f  t h e  D a h l  f r i c t i o n  
m o d e l  [ 7 7 ] ,  m o d e l l i n g  a  f r i c t i o n  d a m p e r  [ 7 3 ] , [ 7 4 ] ,  w i l l  n o w  b e  c o n s i d e r e d .  
T h e  D a h l  f i i c t i o n  m o d e l ,  C, ,  c a n  b e  s e e n  a s  a  s p e c i a l  c a s e  o f  t h e  B o u c - t y p e  h y s t e r e s i s  
m o d e l  g i v e n  i n  e q u a t i o n  ( 1 . 2 . 6 ) ,  w i t h  n  =  1 ,  A  =  G ,  y  =  G / F c  a n d  ,8 =  0  
I n  t h i s  c a s e ,  t h e  v a r i a b l e  z  r e p r e s e n t s  t h e  r e s t o r i n g  f o r c e ,  r e s u l t i n g  f i o m  t h e  a v e r a g e  
d e f o r m a t i o n  o f  t h e  m i c r o s c o p i c  a s p e r i t i e s  b e t w e e n  t w o  c o n t a c t i n g  s u r f a c e s  ( i n  w h i c h  
c a s e  x ,  r e p r e s e n t s  r e l a t i v e  m o t i o n  i n  t h e  t a n g e n t i a l  d i r e c t i o n ) .  T h e  c o n s t a n t  G  >  0  i s  
p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  a v e r a g e  s t i f f n e s s  o f  t h e  a s p e r i t i e s  a n d  Fc >  0  i s  t h e  c o u l o m b  f r i c t i o n  
l e v e l  ( p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  n o r m a l  f o r c e  b e t w e e n  t h e  s u r f a c e s ) .  I f  x , ( - )  i s  n o t  i d e n t i c a l l y  
z e r o  a n d  s i g n  d e f i n i t e ,  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  l i m , , ,  z ( t )  =  Fc s g n ( x , ) ,  a n d  i f  1 z ( 0 ) 1 <  Fc 
t h e n  I z ( t ) l <  Fc ,  V t  2  0  .  T h e  p a r a m e t e r  B ( . )  E  [ 0 ,  P I ,  ~ t  2  0 ,  r e p r e s e n t s  c o n t r o l l a b l e  
v a r i a t i o n s  i n  t h e  n o r m a l  f o r c e .  W h i l e  i t s  p l a c e m e n t  i n  E x  m a y  s a m e  a  b i t  o d d ,  i t  s e e m s  
t o  b e  t h e  p l a c e m e n t  o f  c h o i c e  f o r  t h e  c o n t r o l  p a r a m e t e r s  i n  [ 2 3 ] , [ 3 5 ] , [ 7 2 ] - [ 7 5 ] , [ 8 0 ]  ( a n d  
m a n y  o t h e r  s u c h  w o r k s ) .  I n  i s o l a t i o n ,  t h e  D a h l  m o d e l  i s  c o n s i s t e n t  i n  t h e  s e n s e  t h a t  i t  
d e s c r i b e s  a  p a s s i v e  m a p  x ,  H  z ,  w i t h  s t o r a g e  f u n c t i o n  H D  =  0 . 5  z 2 / ~  .  N O W  c o n s i d e r  
t h e  t o t a l  s t o r e d  e n e r g y  f o r  t h e  c o u p l e d  s y s t e m  ( 4 . 2 . 1 ) ,  
H ( x , z )  =  0 . 5 ( x :  +  G ;  +  z 2 / ~ )  +  % h ( s ) d s ,  t h e  d i r e c t i o n a l  d e r i v a t i v e  o f  w h i c h  i s  
I t  f o l l o w s  t h a t  i f  e ( t )  =  I ,  t h e n  ( 4 . 2 . 3 )  b e c o m e s  H  5  - k i  - I X , ~ Z ~ / F ~  <  - *  <  0 ,  f r o m  
w h i c h  i t  c a n  b e  c o n c l u d e d  t h a t  t h e  z e r o  s o l u t i o n  i s  s t a b l e  a n d  t h a t  a l l  s o l u t i o n s  a r e  
b o u n d e d .  A p p l i c a t i o n  o f  t h e  K r a s o v s k i i - L a s a l l e  t h e o r e m  s h o w s  t h a t  t h e  s y s t e m  i s  
g l o b a l l y  c o n v e r g e n t  t o  t h e  l a r g e s t  i n v a r i a n t  s e t  M  ,  c o n t a i n e d  i n  
E  =  { ( x ,  z )  E  9 1 2  x  W  I  X, =  0 ) .  A  q u i c k  e x a m i n a t i o n  o f  ( 2 . 1 )  s h o w s  t h a t  
M = ( ( ~ , Z ) E R ~ V ~ ~ X ~ = O , X ~ = ~ ~ ~ ~ ( - Z ) , ( Z ~ ~ F ~ } ,  w h e r e  h K ( x , ) = & , + h ( x l ) .  F o r  
a r b i t r a r i l y  t i m e  v a r y i n g  e ( . )  E  [O, 8 1  , ~ ( x ,  z )  i s  i n d e f i n i t e  s o  t h a t  n o  s u c h  c o n c l u s i o n s  
a r e  p o s s i b l e .  T h e  r e a s o n  t h a t  t h i s  i n c o n s i s t e n c y  s e e m s  t o  h a v e  g o n e  u n n o t i c e d  i s  t h a t  i n  
t h e  c o n t r o l  f o r m u l a t i o n  a n d  s u b s e q u e n t  a n a l y s i s ,  o n l y  t h e  e n e r g y  f u n c t i o n  f o r  C ,  i s  
t a k e n  i n t o  a c c o u n t .  T h e  r e a s o n i n g  t y p i c a l l y  g o e s  a s  f o l l o w s  [ 3  51 [ 5 5 ]  [ 7 3 ]  [ 7 4 ] .  T h e  
d e r i v a t i v e  o f  t h e  e n e r g y  f u n c t i o n  H x  ( x )  =  0 . 5 ( x :  +  f i ? )  +  h ( s ) d s  a l o n g  t h e  
s o l u t i o n s  o f  C x  i s  
f i x  ( x ,  z )  =  - R x i  -  B ( t ) x 2 z  .  ( 4 . 2 . 4 )  
T h e  c o n t r o l  o b j e c t i v e  i s  n o w  t o  m a x i m i z e  t h e  d i s s i p a t i o n  p r o v i d e d  b y  t h e  s e c o n d  t e r m  i n  
( 4 . 2 . 4 ) ,  w h i l e  e n s u r i n g  C ,  i s  G A S  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  o r i g i n .  T h i s  l e a d s  t o  t h e  
d i s c o n t i n u o u s  c o n t r o l  l a w  
8 ,  i f  z x 2  >  0 ,  
0 ( t )  =  
0 ,  o t h e r w i s e .  
U s i n g  ( 4 . 2 . 5 ) ,  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  B ( t ) z ( t ) x 2  ( t )  2  0 ,  b ' t  2  0 ,  s o  t h a t  ( 2 . 4 )  i m p l i e s  t h a t  t h e  
s y s t e m  w i l l  c o n v e r g e  t o  t h e  l a r g e s t  i n v a r i a n t  s e t ,  M y  c o n t a i n e d  i n  E  =  
E  P I 2  I  x 2  =  0 )  
( a s s u m i n g  ( 4 . 2 . 1 )  a n d  ( 4 . 2 . 5 )  h a s  a  s o l u t i o n ) .  S i n c e  x 2  =  0  = >  B  =  0 ,  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  
M  c o r r e s p o n d s  w i t h  t h e  o r i g i n  ,  t h u s  e n s u r i n g  G A S  o f  t h e  o r i g i n  f o r  C ,  .  J u s t i f i c a t i o n  
f o r  ( 4 . 2 . 5 )  i s  u s u a l l y  t h a t  s i n c e  C F  c a n  s t o r e  e n e r g y ,  t h e  c o n t r o l  l a w  ( 4 . 2 . 5 )  p r e v e n t s  t h e  
r e t u r n  o f  t h i s  s t o r e d  h y s t e r e t i c  e n e r g y  t o  C, .  T h i s  r e a s o n i n g  i s  a  b i t  i n c o n s i s t e n t ,  s i n c e  i f  
x 2 z  I  0 ,  t h e  f l o w  o f  e n e r g y  i s  f r o m  C ,  H  C ,  .  H o w e v e r ,  x 2 z  5  0  z  B ( t )  =  0 ,  w h i c h  
i m p l i e s  t h a t  C F  a n d  C, a r e  d e c o u p l e d ,  s o  w h e r e  d o e s  t h e  e n e r g y  g o ? .  T o  h i g h l i g h t  t h e  
t h e r m o d y n a m i c  i n c o n s i s t e n c y  o f  t h e  s y s t e m  i n  ( 4 . 2 . 1 ) ,  c o n s i d e r  t h e  r e v e r s e d  c o n t r o l  l a w  
2 ,  i f  x 2 z  <  0 ,  
0 ( t )  =  
0 ,  o t h e r w i s e .  
w h i c h  w h e n  a p p l i e d  t o  ( 4 . 2 . 3 )  y i e l d s  
R e c a l l i n g  t h a t ( z l 5  F c ,  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  s e c o n d  t e r m  i n  ( 4 . 2 . 7 )  i s  n o n n e g a t i v e ,  s o  t h a t  
s t a b i l i t y  o f  t h e  o r i g i n  c a n  n o  l o n g e r  b e  c o n c l u d e d .  I n d e e d  H  >  0  i f  
Ix21 <  $ z ( / R  -  l z r ~ ~ ) .  H o w e v e r ,  s i n c e  B ( t ) l z ( t ) (  i  2 F c  ,  i n e q u a l i t y  ( 4 . 1 . 5 )  ( w i t h  7  
r e p l a c e d  b y  2 F c )  c a n  b e  u s e d  t o  s h o w  t h a t  a l l  s o l u t i o n s  o f  C ,  a r e  U B  a n d  U U B .  
F i g  4 . 3  E x a m p l e s  o f  p h a s e  p o r t r a i t  o f  ( 2 . 1 )  w i t h  c o n t r o l  l a w  ( 2 . 6 ) .  
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F i g  4 . 4  E x a m p l e  t r a j e c t o r i e s  o f  x 1  w i t h  R  =  0 ,  ( a )  0  =  0  ( b )  0  =  1  a n d  ( c )  c o n t r o l  ( 4 . 2 . 6 ) .  
T h e  f a c t  t h a t  a l l  s o l u t i o n s  a r e  u n i f o r m l y  b o u n d e d ,  m e a n s  t h a t  t h e  p o s i t i v e  l i m i t  s e t  
Q ( x , z )  i s  n o n e m p t y ,  c o m p a c t  a n d  i s  t h e  s m a l l e s t  c l o s e d  s e t  a p p r o a c h e d  b y  ( x ( t ) , z ( t ) ) .  
C o m b i n i n g  t h i s  w i t h  t h e  p o s s i b l e  i n s t a b i l i t y  o f  t h e  o r i g i n ,  w o u l d  s e e m  t o  s u g g e s t  t h a t  a t  
l e a s t  o n e  s o l u t i o n  w i l l  c o n v e r g e  t o  a  l i m i t  c y c l e .  T h e  p h y s i c a l  i n t e r p r e t a t i o n  i s  t h a t  i f  
C, i n j e c t s  m o r e  e n e r g y  i n t o  C ,  d u r i n g  e a c h  c y c l e ,  t h a n  i t  c a n  d i s s i p a t e  n a t u r a l l y ,  t h e  
s y s t e m  w i l l  n o t  " s e t t l e  d o w n " .  
F i g  4 . 3  s h o w s  s o m e  t y p i c a l  p h a s e  p o r t r a i t s  o f  t h e  s y s t e m  ( 4 . 2 . 1 )  w i t h  c o n t r o l  ( 4 . 2 . 6 ) .  
T h e  p a r a m e t e r  v a l u e s  u s e d  f o r  C, a r e  t h e  s a m e  a s  t h o s e  i n  S e c t i o n  4 . 1  a n d  
G  =  5 0 0 N m  I  r a d  a n d  F c  =  5 N m  u s e d  f o r  C ,  .  I f  R  =  0  ( C ,  i s  l o s s l e s s ) ,  i t  c a n  b e  s e e n  
t h a t  H ( X , Z )  L  0  a n d  ~ ( x ,  z )  >  0  i f  x 2  ; t  0  a n d  l z l  E  ( 0 ,  F c )  .  T h i s  s u g g e s t s  t h a t  s o l u t i o n s  
w i t h  n o n z e r o  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  c o u l d  b e c o m e  u n b o u n d e d .  F i g  4 . 4  s h o w s  e x a m p l e s  o f  
s o l u t i o n  t r a j e c t o r i e s  f o r  x ,  w i t h  i n i t i a l  c o n d i t i o n  ( x , ,  z , )  =  [ . 0 5 , 0 , 0 ] ,  R  =  0  
a n d  ( a )  
8  =  0  ( b )  B  =  1  a n d  ( c )  c o n t r o l  l a w  ( 4 . 2 . 6 ) .  
F r o m  t h e  d i s c u s s i o n s  a b o v e  a n d  $ 2 . 3 ,  i t  i s  s a f e  t o  c o n c l u d e  t h a t  t h e  m o d e l  ( 4 . 2 . 1 )  d o e s  
n o t  c a p t u r e  t h e  e x p e c t e d  b e h a v i o u r  o f  a  s e m i a c t i v e  d a m p e r .  I n d e e d ,  t h e  d e f i n i t i o n  g i v e n  
i n  [ 3 5 ]  i s  " s e m i a c t i v e  d e v i c e s  c a n  o n l y  a b s o r b  o r  s t o r e  v i b r a t o r y  e n e r g y  i n  a  s t r u c t u r e  b y  
r e a c t i n g  t o  i t s  m o t i o n ,  t h e y  a r e  c o n s i d e r e d  t o  b e  s t a b l e  i n  a  b o u n d e d - i n p u t ,  b o u n d e d -  
o u t p u t  s e n s e " .  N o w  r e t u r n  t o  t h e  o r i g i n a l  s y s t e m  C i n  ( 4 . 1 . 3 ) ,  ( r e p e a t e d  f o r  
c o n v e n i e n c e )  
x 1  =  X 2  
x 2  =  - R %  -  K x l  -  h ( x l )  - Z  +  b ( t )  
( G X ~  - 2 ,  z  -  q )  2  0 ,  
b ' l q l  5  r ( t ) ,  
l z ( t ) l 5  r ( t ) ,  ' d t  2  0 .  
I n  S e c t i o n  4 . 1  i t  w a s  s h o w n  t h a t  i f  r ( t )  i s  a n  a d m i s s i b l e  c o n t r o l  t h e n  a l l  s o l u t i o n s  o f  t h e  
u n f o r c e d  s y s t e m  ( i . e .  b ( t )  =  0 )  a r e  U B  a n d  t h e  p o s i t i v e  l i m i t  s e t  R ( x , z )  i s  c o n t a i n e d  i n  
t h e  s e t  M  =  k x ,  z )  E  g 2  x  W  I  x 2  =  0 ,  x I  =  h K P 1  ( - z ) , I z I  5  r n l } ,  w h e r e  r, =  l i m  i n f , , ,  r ( t )  .  
I t  f o l l o w s  t h a t  i f  r , , ,  =  0  t h e n  a l l  s o l u t i o n s  c o n v e r g e  t o  t h e  o r i g i n .  T h i s  c o n d i t i o n  i s  n o t  a s  
r e s t r i c t i v e  a s  i t  m a y  s e e m ,  f o r  e x a m p l e ,  a n y  T - p e r i o d i c  c o n t r o l  w i t h  m i n t , , , , , )  r ( t )  =  0  
w i l l  s u f f i c e .  
I t  w o u l d  s e e m  w o r t h  w h i l e  t o  d e m o n s t r a t e  w h y  B a n g - B a n g  t y p e  c o n t r o l  l a w s  ( 4 . 2 . 5 ) ,  
d o n ' t  q u i t e  f i t  i n  w i t h  t h e  p r e s e n t  o b j e c t i v e s  o f  t r e m o r  s u p p r e s s i o n .  P u t t i n g  a s i d e  t h e  
q u e s t i o n  o f  e x i s t e n c e  a n d  u n i q u e n e s s  o f  s o l u t i o n s  f o r  t h e  m o m e n t  ( i . e .  i n a d m i s s i b l e  
c o n t r o l  a l l o w e d ) ,  c o n s i d e r  a p p l y i n g  t h e  c o n t r o l  l a w  ( 4 . 2 . 5 )  t o  C, ,  t h a t  i s  
,  i f  z x , > O ,  
r ( t )  =  
0 ,  o t h e r w i s e .  
T h e  p r o b l e m  i s  t h a t  i f  t h e r e  e x i s t s  a  t i m e  z  s u c h  t h a t  z ( z ) x 2  ( z )  2 0 ,  t h e n  r ( z )  =  0  a n d  
h e n c e  z ( t )  =  0 ,  V t  I  z  ,  s i n c e  i t  w o u l d  i m p o s s i b l e  t o  o b t a i n  t h e  c o n d i t i o n  z ( t ) x 2 ( t )  >  0  .  
T h i s  d o e s n ' t  l e a v e  m u c h  s c o p e  f o r  d i s t u r b a n c e  a t t e n u a t i o n  ( t h e  e x i s t e n c e  o f  z  b e i n g  a l l  
t h e  m o r e  l i k e l y  i f  b ( t )  i s  p e r i o d i c ) .  A  p o s s i b l e  m o d i f i c a t i o n  t o  ( 4 . 2 . 9 )  w o u l d  b e  t o  
r e p l a c e  t h e  c o n d i t i o n  z x ,  >  0  w i t h  z x ,  2  0 .  H o w e v e r  i n  t h i s  c a s e  x , ( . )  -  0  d o e s  n o t  
i m p l y  z ( . )  =  0 ,  s o  t h a t  i s  o n l y  p o s s i b l e  t o  c o n c l u d e  t h a t  t h e  p o s i t i v e  l i m i t  s e t  S Z ( x , z )  i s  
c o n t a i n e d  i n  t h e  s e t  M  =  k x , r )  E  s 2  Y  %  I  x 2  =  O , X ,  =  h K P 1  ( - z ) , I z l  i  7 ) .  F u r t h e r m o r e ,  
e v e n  i f  i t  w e r e  p o s s i b l e  t o  i m p l e m e n t  a  d i s c o n t i n u o u s ,  b a n g - b a n g  t y p e  c o n t r o l ,  i t  w o u l d  
p r o b a b l y  l e a d  t o  a  j e r k y  m o t i o n ,  w h i c h  c o u l d  b e  m o r e  d e b i l i t a t i n g  t h a n  t h e  t r e m o r  i t s e l f .  
R e c a l l  t h a t  i n  $ 2 . 2  i t  w a s  s h o w n  t h a t  i f  b ( t )  =  0  a n d  r ( t )  =  0  ( h e n c e  z ( t )  =  O ) ,  t h e n  t h e  
o r i g i n  i s  a  G E S  e q u i l i b r i u m  f o r  C,. I t  w i l l  n o w  b e  s h o w n  t h a t  b y  s t r e n g t h e n i n g  t h e  
c o n d i t i o n  l i m i n f , , ,  r ( t )  =  0 ,  t h e  e q u i l i b r i u m  ( x ,  z )  =  ( 0 , O )  c a n  b e  r e n d e r e d  i n t e r n a l l y  
G E S  f o r  C  .  T h e r e  a r e  n u m e r o u s  r e a s o n s  w h y  G E S  i s  m o r e  d e s i r a b l e  t h a n  G A S .  B e s i d e s  
t h e  f a c t  t h a t  i t  p r o v i d e s  a n  e x p l i c i t  b o u n d  f o r  t h e  r a t e  o f  c o n v e r g e n c e  t o  z e r o ,  i f  a  
L i a p u n o v  f u n c t i o n  c a n  b e  f o u n d  w h i c h  p r o v e s  t h e  s y s t e m  i s  i n t e r n a l l y  G E S ,  t h e n  t h i s  
s a m e  L i a p u n o v  f u n c t i o n  c a n  b e  u s e d  t o  e s t a b l i s h  c e r t a i n  n i c e  e x t e r n a l  s t a b i l i t y  
p r o p e r t i e s .  
S u p p o s e  t h e r e  e x i s t s  a  f i n i t e  c o n s t a n t  T  >  0 ,  s u c h  t h a t  o n  e a c h  i n t e r v a l  o f  l e n g t h  T ,  
t h e r e  e x i s t s  a  t i m e  z  s u c h  t h a t  r ( z )  =  0  ( a n d  h e n c e  z ( z )  =  0 ) .  C o n s i d e r  t h e  p a r t i t i o n  
J ,  =  T [ n ,  n  +  1 )  ,  n  =  0 , 1 , 2 , .  .  .  ,  s o  t h a t  f o r  e a c h  n  t h e r e  e x i s t s  a  t i m e  z ,  E  J ,  s u c h  t h a t  
r ( z , )  =  0 .  I f  r ( t )  t a k e s  t h e  v a l u e  0  r e p e a t e d l y  o n  a n y  i n t e r v a l ,  s e t  
z ,  =  m i n { s  E  T [ n , n  +  1 )  I  r ( s )  =  0 ) .  A n  a d m i s s i b l e  c o n t r o l  s a t i s f y i n g  t h e s e  c o n d i t i o n s  w i l l  
b e  r e f e r r e d  t o  a s  a  O T - r e c u r r e n t  c o n t r o l .  T o  a n a l y z e  t h e  c o n s e q u e n c e  o f  a p p l y i n g  a  
O T - r e c u r r e n t  c o n t r o l ,  c o n s i d e r  t h e  e n e r g y  l i k e  f u n c t i o n  V ( z )  =  z 2 ,  t h e  d i r e c t i o n a l  
d e r i v a t i v e  o f  w h i c h  s a t i s f i e s  
~ ( z )  5  2 G x 2 z  -  2 ( i  -  G x 2  ,  z )  5  2 ~ / x ,  1m. ( 4 . 2 . 1 0 )  
F o r  t  E  [ z ,  ,  z , + ]  )  ,  i n t e g r a t i n g  ( 4 . 2 . 1 0 )  o v e r  [ z ,  ,  t ]  g i v e s  
a n d  i f  n  2  1  ( e n s u r i n g  t  2  T  )  
I z ( f ) l <  G  [ - A X ,  ( ~ 1 ~ s .  
1 0 0  
U s i n g  ( 4 . 2 . 1 2 )  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  i f  x 2  ( t )  - +  0  a s  t  +  a ,  t h e n  z ( t )  +  0  a s  t  +  a .  
D e f i n e  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  f u n c t i o n  X ,  b y  X ,  ( s )  =  1  i f  s  E  [ 0 ,  T I  a n d  X ,  ( s )  =  0  o t h e r w i s e .  
W i t h  o u t  l o s s  o f  g e n e r a l i t y ,  i t  w i l l  b e  a s s u m e d  t h a t z ,  =  0 ,  s o  t h a t  c o m b i n i n g  ( 4 . 2 . 1  1 )  
a n d  ( 4 . 2 . 1 2 )  y i e l d s  
I z ( t ) l 5  G  J ~ X T  ( f  -  ~ 1 1 x 2  ( s ) ~ s ~  
( 4 . 2 . 1 3 )  
f o r  a l l  t  2  0  .  U s i n g  t h e  f a c t  t h a t  X ,  ( s ) ~ ,  ( s )  =  x T  ( s )  a n d  a p p l y i n g  H o l d e r s  i n e q u a l i t y  
( s e e  s A . 1 )  t o  t h e  l e f t  h a n d  s i d e  o f  ( 4 . 2 . 1 3 )  g i v e s  
l z ( t ) I 2  5  G ' T  f x T  ( t  -  s ) b  ( s ) 1 2  d s .  
( 4 . 2 . 1  5 )  
S e t t i n g  t  =  z  i n  ( 4 . 2 . 1 5 )  a n d  i n t e g r a t i n g  b o t h  s i d e s  o f  ( 4 . 2 . 1 5 )  f r o m  0  t o  t  
[ l z ( r ) r d r  5  G , T  [ C X T  ( T  -  s ) l x ,  ( s ) 1 2  d s d r ,  
=  G ~ T  J J x ,  ( $ 1 1 ,  ( r  -  s ) d z d s ,  ( 4 . 2 . 1 6 )  
5  G ~ T ,  [ l x ,  ( s ) 1 2  d s .  
I t  f o l l o w s  t h a t  i f  x ,  E  L ,  ( 9 3 ,  ;  % )  t h e n  z  E  L ,  ( % +  ;  % )  .  T h a t  C, n o w  h a s  f i n i t e  L ,  g a i n  
c a n  b e  s e e n  a s  a  c o n s e q u e n c e  o f  t h e  f a c t  t h a t  t h e  OT - r e c u r r e n t  c o n t r o l  f r e q u e n t l y  
d u m p s  a n y  e n e r g y  s t o r e d  b y  C, .  W i t h  x u  =  ( x ,  z )  c o n s i d e r  t h e  L i a p u n o v  f u n c t i o n  
A  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n  f o r  V ( x , )  t o  b e  p o s i t i v e  d e f i n i t e  i s  t h a t  p  E  ( 0 , 2 ) a n d  
h r t h e r m o r e ,  d u e  t o  ( 1 . 4 )  t h e r e  e x i s t s  c o n s t a n t s  c , > c , > O  s u c h  t h a t  
c , ( x U I 2  5  V ( x a )  5  4 1 ~ u 1 2 .  T a k i n g  t h e  d e r i v a t i v e  o f  V ( x u )  a l o n g  t h e  s o l u t i o n s  o f  X  o n e  
o b t a i n s  
w h e r e  f r e q u e n t  u s e  h a s  b e e n  m a d e  o f  Y o u n g ' s  i n e q u a l i t y  ( s e e  § A .  1 ) .  T a k i n g  p  <  0 . 5 ,  
s e t t i n g  c ,  =  R m i n ( 0 . 5  -  p , 0 . 2 5 p ~ , 0 . 5  P / K ) / c ,  a n d  c 4  =  2 / R  +  p R / K  ( 2 . 1 8 )  b e c o m e s  
( x )  5  - c , v ( x )  +  c )  
( 4 . 2 . 1 9 )  
I n t e g r a t i n g  ( 4 . 2 . 1 9 )  f r o m  0  t o  t  a n d  u s i n g  ( 4 . 2 . 1 6 )  
( 4 . 2 . 2 0 )  
T a k i n g  p  <  m i n ( 0 . 5 ,  K I G ~ T ~ ) ,  t h e  f i n a l  t e r m  i s  n e g a t i v e  a n d  h e n c e  
v ( x ,  ( 0 )  -  V ( x a  ( 0 ) )  5  - C j  J : v ( x ,  ( s ) ) d s  +  c r  I : l b ( s ) l 2  d ~ ,  
( 4 . 2 . 2 1 )  
w h i c h  i m p l i e s  t h a t  
V ( x ,  ( t ) )  5  V ( x ,  ( ~ ) ) e - ' ~ '  +  c 4  j : e - c 3 ( t - s ) l b ( s ) r  d s ,  
( 4 . 2 . 2 2 )  
a n d  h e n c e  
I t  f o l l o w s  f r o m  ( 4 . 2 . 2 3 )  t h a t  i f  b ( t )  =  0 ,  t h a t  a l l  s o l u t i o n s  o f  C  a r e  G E S  w i t h  r e s p e c t  t o  
t h e  o r i g i n  a n d  i f  IbII, #  0 ,  t h e n  a11 s o l u t i o n s  c o n v e r g e  t o  a  B a l l  i n  ! R 3 ,  t h e  r a d i u s  o f  
w h i c h  d e p e n d s  o n  l l b l l ,  .  W h i l e  t h i s  r e s u l t  w a s  o b t a i n e d  w i t h o u t  r e s t r i c t i o n  o n  t h e  s i z e  o f  
T  t h e  s a m e  c a n n o t  b e  s a i d  f o r  t h e  q u a n t i t a t i v e  p r o p e r t i e s .  F i g  4 . 5  s h o w s  a n  e x a m p l e  o f  
t h e  t r a n s i e n t  b e h a v i o u r  o f  C  w i t h  O T - r e c u r r e n t  c o n t r o l  r ( t )  =  1  -  c o s ( n 2 r t ) ,  ( a )  n  =  0 ,  
( b )  n = l a n d  ( c )  n = 4 0 .  
xrm x 2 i F l  
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T i m e  T i m e  
F i g  4 . 5  T r a n s i e n t  b e h a v i o u r  o f  w i t h  O T - r e c u r r e n t  r ( t )  =  1  -  c o s ( n 2 n t ) ,  
( a )  n = O , ( b )  n = l a n d ( c )  n = 4 0  
T h e  q u a l i t a t i v e  b e h a v i o u r  o f  C  w i t h  O T - r e c u r r e n t  c o n t r o l  w i l l  b e  d i s c u s s e d  f u r t h e r  i n  
$ D ,  i n  c o n n e c t i o n  w i t h  p e r i o d i c  t r a j e c t o r i e s  a n d  i n  3 . 5 ,  i n  c o n n e c t i o n  w i t h  d i s t u r b a n c e  
a t t e n u a t i o n .  I n t e r e s t i n g l y ,  i t  c a n  b e  s h o w n  t h a t  f o r  s m a l l  e n o u g h  T  a n d  l a r g e  e n o u g h  G  ,  
c e r t a i n  O T - r e c u r r e n t  c o n t r o l s  h a v e  t h e  e f f e c t  o f  q u a l i t a t i v e l y  t r a n s f o r m i n g  C ,  i n t o  a  
m e m o r y l e s s  f u n c t i o n  o f  x ,  i n  a n  a v e r a g e d  s e n s e .  T h e  w h o l e  i d e a  i s  s i m i l a r  i n  s p i r i t ,  t o  
t h e  u s e  o f  d i t h e r  t o  l i n e a r i z e  n o n s m o o t h  c o n t r o l  s y s t e m s .  S o m e  f u r t h e r  d i s c u s s i o n  o n  
t h i s  p o i n t  w i l l  b e  g i v e n  i n  t h e  f i n a l  c h a p t e r  o f  t h i s  t h e s i s ,  a s  i t  w o u l d  s e e m  t o  b e  a n  
i n t e r e s t i n g  d i r e c t i o n  f o r  f u t u r e  r e s e a r c h .  
4 . 3  F e e d f o r w a r d  D i s s i p a t i o n  S h a p i n q  
I n  a d d i t i o n  t o  t h e  b a n g - b a n g  t y p e  c o n t r o l  l a w ,  a n o t h e r  p o p u l a r  a p p r o a c h  t o  t h e  c o n t r o l  
o f  s e m i - a c t i v e  d a m p e r s ,  i s  t o  a t t e m p t  t o  l i n e a r i z e  t h e  d a m p e r s  r e s p o n s e  u s i n g  s o m e  f o r m  
o f  f e e d b a c k  o r  f e e d f o r w a r d  c o n t r o l  [ 7 8 ] - [ 8 1 ] .  I n  t h e  p r e s e n t  d i s c u s s i o n  t h e  t e r m s  
f e e d b a c k  o r  f e e d f o r w a r d  c o n t r o l  a r e  u s e d  t o  d i s t i n g u i s h  b e t w e e n  t h e  c a s e s  i n  w h i c h  t h e  
c o n t r o l  d o e s  o r  d o e s  n o t  u s e  m e a s u r e m e n t s  o f  t h e  d a m p e r  f o r c e .  
F o r  e x a m p l e  i f  t h e  d a m p e r  i s  m o d e l l e d  u s i n g  a  B i n g h a m  p l a s t i c  ( C o u l o m b  f r i c t i o n )  t y p e  
m o d e l ,  t h e  c o n t r o l l a b l e  d a m p e r  r e s p o n s e  w i l l  b e  o f  t h e  f o r m  F ( t )  =  - r ( t ) S G N ( x 2 )  .  I n  
t h i s  c a s e ,  s e t t i n g  
r ( t )  =  R ,  l x 2  (  ,  w i t h  R c  >  0  ,  y i e l d s  t h e  l i n e a r  f e e d b a c k  l a w  
F ( t )  =  - R e x 2 .  A n  a l t e r n a t i v e  w o u l d  b e  t o  r e t a i n  s o m e  c o n t r o l l a b i l i t y  ( f o r  t h e  p u r p o s e s  
o f  d i s t u r b a n c e  a t t e n u a t i o n )  b y  u s i n g  t h e  c o n t r o l  l a w  r ( t )  =  Q ( R ,  l x 2  1; r ,  ( t ) )  ,  y i e l d i n g  t h e  
f e e d b a c k  l a w  F ( t )  =  - Q ( R , x ,  ;  r, ( t ) )  ( w h e r e  Q ( x ;  r , )  i s  t h e  p r o j e c t i o n  o p e r a t o r ,  s e e  
t j A . 2 ) .  I n  t h i s  c a s e  t h e  c o n t r o l l a b l e  y i e l d  s t r e s s  r , ( t )  c a n  b e  r e g a r d e d  a s  t h e  n e w  c o n t r o l  
v a r i a b l e .  T h u s ,  i f  R c x 2  ( t )  >  r ,  ( t )  ,  t h e n  F ( t )  =  - r ,  ( t )  s g n ( x 2  )  ,  a f f o r d i n g  s o m e  
c o n t r o l l a b i l i t y  a n d  i f  R c x 2  ( t )  l  r ,  ( t ) ,  t h e n  F ( t )  =  - R c x 2 ,  p r e s e r v i n g  G A S  f o r  t h e  
u n f o r c e d  s y s t e m .  N o t e  t h a t  F ( t )  =  - Q ( R c x 2 ; r , ( t ) )  i s  e q u i v a l e n t  t o  a  l i n e a r  v i s c o u s  
e l e m e n t  i n  s e r i e s  w i t h  a  c o n t r o l l a b l e  f r i c t i o n  e l e m e n t .  
N o w ,  i f  t h e  d a m p e r  i s  m o d e l l e d  b y  a  d y n a m i c  s y s t e m ,  s u c h  a s  t h e  E P  m o d e l ,  t h e n  t h e  
t e r m  l i n e a r i z a t i o n  i s  a  b i t  m i s l e a d i n g  a s  t h e  a c t u a l  g o a l  w o u l d  b e  t o  f o r c e  t h e  s y s t e m s  
o u t p u t  r e s p o n s e  t o  t r a c k  a  m e m o r y l e s s  f u n c t i o n  o f  t h e  v e l o c i t y .  C o n s i d e r  a g a i n  t h e  
s y s t e m  
- f i l  - h ( x , ) - ~ + h ( i )  
}  0  ' d l p l s  r ( t ) ,  
w i t h  t h e  c o n t r o l  l a w  r ( t )  =  Q ( R C l x 2 l ;  r , ( t ) ) ,  w h e r e  r , ( t )  i s  a n  a d m i s s i b l e  c o n t r o l ,  i . e .  
r s  E  c O , '  ( % + ; % + ) n [ O , F ]  .  I f  b ( t )  -  0 ,  i t  w a s  s h o w n  i n  S e c t i o n  4 . 1  t h a t  a l l  s o l u t i o n s  o f  
B  c o n v e r g e  t o  t h e  s e t  M  =  E  s 3  I  h K  ( x I )  =  - I * ,  x 2  =  0 ,  z  =  z * ,  b ' z *  E  [ - r n , ,  r n , ] ]  w h e r e  
.  .  
h ,  ( x l  )  =  K r l  +  h ( x l  )  
a n d  r ,  =  l i m  i n f , ,  r ( t )  .  B u t  i f  r ( t )  =  Q ( R ,  l x 2  1; r ,  ( t ) )  t h e n  
x , ( t )  4  0  a s  t  +  c o  i m p l i e s  t h a t  r ( t )  +  0  a s  t  +  a ,  w h i c h  i m p l i e s  t h a t  M  =  0 .  I t  
f o l l o w s  t h a t  t h e  c o n t r o l  r ( t )  =  & ( & l x 2 l ; r S ( t ) )  e n s u r e s  t h a t  t h e  o r i g i n  i s  i n t e r n a l l y  G A S .  
A n  i m p o r t a n t  p o i n t  a b o u t  t h i s  r e s u l t  i s  t h a t  i t  w a s  a c h i e v e d  w i t h o u t  a n y  r e s t r i c t i o n s  o n  
t h e  s i z e  o f  R ,  o r  o n  t h e  v a r i a t i o n s  o f  r, ( t )  .  T h i s  m e a n s  t h a t  i t  w o u l d  b e  p o s s i b l e  t o  p i c k  
R ,  v e r y  l a r g e ,  a n d  s i n c e  r ( t )  =  r ,  ( t )  ,  f o r  a l l  l x 2 1  2  F  l  R c  ,  a l m o s t  a l l  o f  t h e  o r i g i n a l  
c o n t r o l l a b i l i t y  i s  r e c o v e r e d .  I f  i t  c o u l d  b e  s h o w n  t h a t ,  z ( t )  =  Q ( R ~ I X ~ ( ~ ) I ;  r s  ( t )  f o r  a l l  
t  2  0 ,  t h e n  i t  w o u l d  b e  p o s s i b l e  t o  a c h i e v e  s o m e  q u a n t i t a t i v e  r e s u l t s  r e l a t i n g  t o  t h e  
a c h i e v a b l e  d i s t u r b a n c e  a t t e n u a t i o n .  U n f o r t u n a t e l y  i t  i s  i m p o s s i b l e  t o  g u a r a n t e e  s u c h  a  
r e s u l t  w h e n  C  i s  s u b j e c t  t o  a n  a r b i t r a r y  d i s t u r b a n c e .  A s  a n  e x a m p l e ,  c o n s i d e r  t h e  r a t h e r  
u n r e a l i s t i c  c a s e  w h e r e  x ,  ( t )  =  A w  s i n ( w t )  f o r  s o m e  c o n s t a n t s  A ,  w  2  0  a n d  
r ( t )  =  R c 1 x 2  ( t ) l .  A  s t r a i g h t f o r w a r d  c a l c u l a t i o n  s h o w s  t h e  c o r r e s p o n d i n g  s o l u t i o n  o f  C, 
G x ,  ( t )  -  G x ,  ( n  r / m )  
f o r  t  E  [ n  n / w ,  n  n / w  +  A t ) ,  
z ( t )  =  
f o r  t  E  [ n  n /  w  +  A t ,  ( n  +  1 )  n l w ) ,  
f o r  n  =  0 , 1 , 2 , .  .  .  ,  w h e r e  t h e  t i m e  i n c r e m e n t  A t  i s  g i v e n  b y  
( u n d e r  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  G 2  >  R 2 m 2  )  .  N o t e  t h a t  A t  +  0  a s  G  3  o o  ( i . e .  E P  m o d e l  
a p p r o a c h e s  c o u l o m b  f r i c t i o n )  a n d  A t  - +  n / r o  a s  R  3  o o  .  F i g  4 . 6  s h o w s  s o m e  s i m u l a t i o n  
r e s u l t s  f o r  t h e  E P  m o d e l  w i t h ,  x ,  ( t )  =  A w  s i n ( w t )  a n d  r ( t )  =  R ,  l x ,  ( t ) (  .  T h e  c o n t r o l  
d e s c r i b e d  a b o v e  s u f f e r s  f r o m  s e v e r a l  d r a w b a c k s .  F o r  e x a m p l e ,  i t  m a k e s  s u b s e q u e n t  
a n a l y s i s  o f  t h e  c l o s e d  l o o p  s y s t e m  q u i t e  d i f f i c u l t  a n d  i s  i m p r a c t i c a l  f r o m  a n  
i m p l e m e n t a t i o n  p o i n t  o f  v i e w ,  i n  t h a t  i t  r e q u i r e s  " c l e a n "  m e a s u r e m e n t s  o f  t h e  v e l o c i t y .  
A  m o r e  t r a c t a b l e  s c e n a r i o  w o u l d  b e  t o  r e p l a c e  t h e  m e a s u r e m e n t  x 2  ,  w i t h  t h e  o u t p u t  o f  a  
f i r s t  o r d e r  f i l t e r ,  t h a t  i s  S  =  ( R C x 2  -  S ) / T  a n d  s e t  r ( t )  =  ~ [ s ( t ) l ; r , ( t ) ) .  I t  c a n  b e  s e e n  t h a t  
f o r  s u f f i c i e n t l y  s m a l l  r ,  t h e  f i l t e r  w i l l  a p p r o x i m a t e R c x 2 .  F u r t h e r m o r e ,  i f  
l i r n , , ,  x 2  ( t )  =  0  t h e n  l i r n , , ,  s ( t )  =  0  a n d  h e n c e  l i r n , , ,  r ( t )  =  0 ,  t h u s  a c h i e v i n g  
i n t e r n a l  G A S  o f  t h e  e q u i l i b r i u m  x ,  =  0  f o r  C  .  C o n s i d e r  t h e  s i m p l e r  c a s e  w h e r e  
r ( t )  =  I s ( t ) l .  I t  w o u l d  b e  o f  i n t e r e s t  t o  k n o w  h o w  c l o s e l y  z ( t )  t r a c k s s ( t )  .  T o  t h i s  e n d  s e t  
r  =  R , / G  ,  s o  t h a t  S  =  & ( x ,  - s / R C )  ,  w h i c h  i s  e q u i v a l e n t  t o  M a x w e l l ' s  v i s c o e l a s t i c  
m o d e l .  D e f i n e  t h e  t r a c k i n g  e r r o r  Y ( t )  =  z ( t ) - s ( t )  a n d  t h e  e r r o r  f u n c t i o n  
V ( Y )  =  ( Y ) ,  =  ( Z  -  s ) ~ ,  t h e  d i r e c t i o n a l  d e r i v a t i v e  o f  w h i c h  s a t i s f i e s  
v ( ? )  = 2 ( z - s , i - G x 2 ) + 2 ( z - s , 6 x 2  - S ) + 2 ( z - s , G x 2  - 6 x 2 * 2 ) .  ( 4 . 3 . 4 )  
T h e  f i r s t  t e r m  i n  ( 4 . 3 . 4 )  i s  n e g a t i v e  d u e  t o  t h e  v a r i a t i o n a l  i n e q u a l i t y  ( 4 . 3 . 1 )  s o  t h a t  
i n s e r t i n g  S  =  d ( x ,  - S I R , )  y i e l d s  
w h e r e  ~ = G - G .  
d a s h  - - t C i = l O O  
d a s h  - d o t  + C ?  =  5 0 0  
d o t  + C i = 1 0 0 0  
0 )  T i m e  
F i g  4 . 6  S i m u l a t i o n  o f  E P  m o d e l  w i t h  x 2  ( t )  =  A w  s i n ( & )  a n d  r ( l )  =  R c  ) x 2  ( t ) l ,  
A  =  . 0 1 ,  =  6 ~ ,  R c  =  1 0  .  T h e  s t a r e d  p o i n t s  i n  ( a )  a r e  g i v e n  b y  ( x ; ,  R , x ; )  ,  
w h e r e  x l  =  A w  s i n ( w A t ) .  
I n  o r d e r  t o  p r o c e e d  f u r t h e r ,  i t  n e e d s  t o  b e  s h o w n  t h a t  2 ( s ,  s  -  z )  2  ( s  -  z ) ~ .  
S u p p o s e  2 ( s ,  s  -  z )  <  ( s  -  z ) ~ ,  t h e n  m u l t i p l y i n g  o u t  b o t h  s i d e s  y i e l d s  
s 2  <  z 2 ,  
c o n t r a d i c t i n g  t h e  f a c t  t h a t  1 z ( t ) 1 1  r ( t )  =  I s ( t ) (  .  U s i n g  t h e  o b t a i n e d  i n e q u a l i t y  
a n d  h e n c e  
T h e  t r a c k i n g  e r r o r  c a n  t h u s  b e  m a d e  a r b i t r a r i l y  s m a l l  b y  s u i t a b l e  c h o i c e  o f  &  a n d  R c .  
I n d e e d  i f  &  =  G ,  t h e n  t h e  t r a c k i n g  e r r o r  w i l l  c o n v e r g e  t o  z e r o  e x p o n e n t i a l l y .  N o t e  t h a t  
i f  &  =  G ,  t h e n  t h e  t w o  s y s t e m s  h a v e  t h e  s a m e  e n e r g y  f u n c t i o n ,  t h a t  i s  
H z ( . )  =  H s  ( a )  =  O . ~ ( . ) ~ / G .  T h e  p o w e r  f l o w  f o r  e a c h  s y s t e m  i s  g i v e n  b y  
f f z  ( z )  =  x 2 z  -  @ ( r ( t ) ,  Z ,  x 2 )  =  x 2 z  -  r ( t ) l x 2  -  Y G I ,  
( 4 . 3 . 8 )  
H =  ( s )  =  x 2 s  - s ~ / R , .  
T h u s  i f  8  =  G  a n d  t h e  c o n t r o l  r ( t )  =  l s ( t ) l  i s  a p p l i e d ,  t h e n  ( 4 . 3 . 8 )  i m p l i e s  t h a t  t h e  
d i s s i p a t i o n  r a t e  f o r  t h e  E P  m o d e l  i ~ ( l s ( t ) l ,  z ( t ) ,  x 2  ( t ) )  c o n v e r g e s  t o  t h e  q u a d r a t i c  
d i s s i p a t i o n  r a t e  
z 2 ( t ) / R C  a s  t  +  m  .  T h e  e f f e c t  o f  t h i s  " f e e d f o r w a r d "  c o n t r o l  i s  t o  
s h a p e  t h e  s y s t e m s  d i s s i p a t i o n .  
@ )  
F i g  4 . 7  I l l u s t r a t i o n  o f  d i s s i p a t i o n  s h a p i n g  c o n t r o l .  
T o  r e c a p ,  a  c o n t r o l l a b l e  f r i c t i o n  e l e m e n t  i n  i s o l a t i o n  i s  p u r e l y  d i s s i p a t i v e ,  w i t h  
d i s s i p a t i o n  r a t e  r ( t ) l x , ) .  B y  s u i t a b l e  c h o i c e  o f  c o n t r o l  t h e  f i i c t i o n  e l e m e n t  c a n  b e  m a d e  
t o  b e h a v e  e x a c t l y  l i k e  o t h e r  p u r e l y  d i s s i p a t i v e  e l e m e n t s ,  f o r  e x a m p l e ,  l i k e  a  l i n e a r  
v i s c o u s  e l e m e n t  w i t h  d i s s i p a t i o n  r a t e ~ , x ; ,  o r  a  v i s c o u s  e l e m e n t  i n  s e r i e s  w i t h  a  
c o n t r o l l a b l e  f i i c t i o n  e l e m e n t ,  w i t h  d i s s i p a t i o n  r a t e  Q ( R ~  l x 2  1; r ,  ( t ) ] x 2  1  ,  s e e  F i g  4 . 7  ( a ) .  
T h e  E P  m o d e l  o n  t h e  o t h e r  h a n d  c o n s i s t s  o f  a  s p r i n g  i n  s e r i e s  w i t h  a  c o n t r o l l a b l e  f r i c t i o n  
e l e m e n t .  T h a t  i s ,  i t  c o n s i s t s  o f  a  f i x e d  c o n s e r v a t i v e  e l e m e n t ,  c a p a b l e  o f  s t o r i n g  e n e r g y  
( h a s  m e m o r y ) ,  i n  s e r i e s  w i t h  a  p u r e l y  d i s s i p a t i v e  e l e m e n t ,  w h o s e  b e h a v i o w  c a n  b e  
c o n t r o l l e d .  T h e  p r e s e n c e  o f  t h e  s p r i n g  m e a n s  t h a t  t h e  E P  m o d e l  c a n n o t  b e h a v e  e x a c t l y  
l i k e  a  p u r e l y  d i s s i p a t i v e  s y s t e m .  A  m o r e  s u i t a b l e  g o a l  w o u l d  b e  t o  t r y  a n  m a k e  t h e  E P  
m o d e l  b e h a v e  l i k e  a  s y s t e m  c o n s i s t i n g  o f  a  f i x e d  s p r i n g  i n  s e r i e s  w i t h  a  d i s s i p a t i v e  
e l e m e n t ,  w i t h  a  m o r e  d e s i r a b l e  d i s s i p a t i o n  r a t e  t h a n  t h e  f r i c t i o n  e l e m e n t .  I n d e e d ,  i t  w a s  
s h o w n  a b o v e  t h a t  b y  c h o o s i n g  t h e  c o n t r o l  r ( t )  =  I s ( t ) l ,  w h e r e  s ( t )  i s  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  
M a x w e l l  m o d e l ,  t h e  d i s s i p a t i o n  r a t e  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  E P  m o d e l  c o n v e r g e s  t o  z 2 / ~ ,  
s e e  F i g  4 . 7 ( b ) .  
N o w ,  i n  a n a l o g y  w i t h  t h e  c o n s t r a i n e d  c o n t r o l  r ( t )  =  Q ( R ,  l x 2 1 ;  r, ( t ) )  ,  c o n s i d e r  t h e  
c o n s t r a i n e d  M a x w e l l  t y p e  m o d e l  i n  F i g  4 . 8 .  F o r  s i m p l i c i t y ,  t h i s  m o d e l  w i l l  b e  r e f e r r e d  
t o  a s  t h e  E V P  m o d e l  ( e l a s t i c - v i s c o u s - p l a s t i c ) .  T h e  c o r r e s p o n d i n g  c o n s t i t u t i v e  e q u a t i o n s  
w i l l  b e  d e r i v e d  u s i n g  t h e  i n t e r n a l  v a r i a b l e  f o r m a l i s m  o f  5 3 .  
F i g  4 . 8  C o n s t r a i n e d  M a x w e l l  o r  E V P  m o d e l  
F r o m  i n s p e c t i o n  o f  F i g  4 . 8  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  t h e  m o d e l  i s  c o m p l e t e l y  d e f i n e d  b y  t h e  
i n t e r n a l  e n e r g y  a n d  d i s s i p a t i o n s  f u n c t i o n  
F o l l o w i n g  t h e  s a m e  r e a s o n i n g  a s  i n  5 3 ,  o n e  o b t a i n s  t h e  d i s s i p a t i o n  p o t e n t i a l s  
1  
D ( b ;  r ,  ( t ) )  =  -  2  R , $  +  r ,  ( 4 1 4  1, 
1  
( 4 . 3 . 1 0 )  
D * ( A ; r , ( t ) )  = - A :  +  I ( A , ; c , ( ~ ) ) ,  
2 R c  
w h e r e  C ,  ( t )  =  [ - r ,  ( t ) ,  r, ( t ) ]  a n d  A  =  [ A , ,  A , ] ~  i s  t h e  t h e r m o d y n a m i c  f o r c e  c o n j u g a t e  t o  
a  =  [ a , ,  a 2 1 T  .  T a k i n g  t h e  d i f f e r e n t i a l s  o f  t h e  p o t e n t i a l s  g i v e s  
a n d  
C o m b i n i n g  ( 4 . 3 . 1  1 )  a n d  ( 4 . 3 . 1 2 )  l e a d s  t o  t h e  v a r i a t i o n a l  i n e q u a l i t y  
( G X , - G s / R ,  - B , S - ~ ) > O  ' d l v l < r s ( t ) ,  
I s ( t ) l  s  r s  ( t )  
' d t  2  0 .  
T h e  i n t e g r a l  e n e r g y  b a l a n c e  f o r  C, i s  s i m p l y  
w h e r e  t h e  f r i c t i o n a l  d i s s i p a t i o n  r a t e  3 s  ( s ,  X ,  ;  r s  ( t ) )  =  @ ,  ( s ,  X ,  ;  r s  ( t ) )  -  s 2 / ~ c  2 0  i s  
g i v e n  b y  
1 0  o t h e r w i s e .  
F r o m  ( 4 . 3 . 1 4 )  a n d  ( 4 . 3 . 1 5 )  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  C s  i s  s t r i c t l y  p a s s i v e  ( f u l l y  d i s s i p a t i v e  
s t a t e  s p a c e ) ,  i n  c o n t r a s t  w i t h  t h e  E P  m o d e l .  A  s i m p l e  c a l c u l a t i o n  u s i n g  H s  ( s )  y i e l d s  t h e  
e s t i m a t e  
I s ( t ) l  i  m i n ( r s  ( t ) ,  l ~ ( t ~ ) l e - ' ( ~ - ~ ~  ) l R c  +  G  r e - G ( t - T ) l R c  
( 4 . 3 . 1 6 )  
t o  
f r o m  w h i c h  i t  f o l l o w s  t h a t  i f  x ,  t e n d s  t o  z e r o  w i t h  t i m e ,  t h e n  s o  w i l l  s .  U s i n g  t h e  
m a t e r i a l  i n  5 C . 3 ,  i t  c a n  b e  s h o w n  t h a t  i f  x ,  E  c ~ ~ ' ( [ o , T ] ; % + )  a n d  
r s  E  c 0 , ]  ( [ 0 ,  T I ;  % + )  f l  [ 0 ,  F ]  ,  f o r  s o m e  T  >  0  t h e n  ( 4 . 3 . 1 3 )  h a s  a  u n i q u e  s o l u t i o n  
s  E  c O ~ ' ( [ O , T ] ; % + ) ,  w h i c h  d e p e n d s  c o n t i n u o u s l y  o n  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s .  I f  t h e  
c o n d i t i o n s  o n  x ,  a n d  r s  h o l d  o n  e a c h  c o m p a c t  s u b s e t  o f  % + ,  t h e n  t h e  s o l u t i o n  
s ( t ;  s ( O ) ,  x ,  (e), r s  ( . ) )  h a s  a  u n i q u e  e x t e n s i o n  o v e r  % +  .  I t  f o l l o w s  t h a t  r ( t )  =  I s ( t ) l  d e f i n e s  
a n  a d m i s s i b l e  c o n t r o l  ( n o t e  t h a t  s i n c e  ( s ( t ) (  2  r s  ( t )  <  F  i n e q u a l i t y  ( 4 . 1 . 5 )  s t i l l  h o l d s ) .  
N o w  s e t t i n g  r ( t )  =  I s ( t ) l  a n d  c o n s i d e r  t h e  e r r o r  e n e r g y  V ( Z )  =  ( z  -  s 1 2  ,  t h e  d i r e c t i o n a l  
d e r i v a t i v e  o f  w h i c h  s a t i s f i e s  
S i n c e  1 z ( t ) 1 <  l s ( t ) l  2  r s  ( t ) ,  V t  2  0 ,  t h e  f i r s t  t w o  t e r m s  i n  ( 4 . 3 . 1 7 )  a r e  n e g a t i v e  a n d  h e n c e  
U s i n g  t h e  i n e q u a l i t y  2 ( s ,  s  -  z )  >  ( s  -  z ) ~  i n  ( 4 . 3 . 1 8 )  s h o w s  t h a t  t h e  t r a c k i n g  e r r o r  
c o n v e r g e s  t o  z e r o  e x p o n e n t i a l l y .  H o w e v e r ,  i t  i s  a l s o  p o s s i b l e  t o  p r o v e  f i n i t e  t i m e  
c o n v e r g e n c e .  T h a t  i s ,  f o r  a n y  a d m i s s i b l e  s e t  o f  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  l z ( 0 ) I  2  l s ( 0 ) I  <  l r , ( 0 ) 1  a ,  
t h e r e  e x i s t s  a  f i n i t e  t i m e  z  ,  s u c h  t h a t  z ( t )  =  s ( t ) ,  ' d t  2  z  2  0  .  T h e r e  a r e  t w o  p o s s i b i l i t i e s .  
F i r s t ,  i f  t h e r e  e x i s t s  a  t i m e  t , ,  s u c h  t h a t  s ( t l )  =  0 ,  t h e n  z ( t l )  =  O a n d  b y  ( 4 . 3 . 1 8 )  
z ( t )  =  s ( t ) , V t  2  t l  .  T h e  s e c o n d  p o s s i b i l i t y  i s  t h a t  s  r e m a i n s  n o n z e r o  ( a n d  s i g n  d e f i n i t e  
b y  c o n t i n u i t y ) ,  f o r  a l l  t  2  0 .  I n  t h i s  c a s e ,  t h e r e  e x i t s  a  p o s i t i v e  c o n s t a n t s  >  0 ,  s u c h  t h a t  
I s ( t ) /  2  s  f o r  a l l  t  2  0 .  S u p p o s e  t h a t  z ( t )  f  s ( t )  f o r  a l l  t  2  0 ,  t h e n  
s g n ( s ( t ) )  =  s g n ( s ( t )  -  z ( t ) )  s i n c e  ( z ( t ) l <  / s ( t ) l ,  a n d  ( 4 . 3 . 1  8 )  c a n  b e  r e w r i t t e n  a s  
i n t e g r a t i n g  ( 4 . 3 . 1 9 )  a n d  u s i n g  J V O )  =  I ? ( t ) l  g i v e s  
B u t  t h e  r i g h t  h a n d  s i d e  o f  ( 4 . 3 . 2 0 )  i s  n e g a t i v e  f o r t  2  z  >  R c  I Z ( O ) ~ / G F ,  i m p l y i n g  t h a t  
z ( t )  =  s ( t ) , V t  2  z .  I n  s o m e  s e n s e  t h i s  r e s u l t  i s  r e d u n d a n t ,  s i n c e  s ( t )  i s  a  c o n t r o l  v a r i a b l e  
a n d  i t  i s  p o s s i b l e  t o  s i m p l y  s e t  s ( 0 )  =  0  .  I t  f o l l o w s  t h a t  f o r  t h e  p u r p o s e s  o f  a n a l y s i s ,  i t  i s  
s u f f i c i e n t  t o  c o n s i d e r  t h e  c o n t r o l l e d  s y s t e m ,  
= t  <  r  ( t ) ,  v t  2  0 .  
w i t h  r s  ( t )  a c t i n g  a s  t h e  n e w  c o n t r o l  v a r i a b l e .  N o w  c o n s i d e r  t h e  L i a p u n o v  f u n c t i o n  
( :  
1  
Y ( X ~ ) =  - ( 2 ~ + ~ ~ ~ ) x ~ + p l l r ~ x , + ~ ~ + - ~ ~ ) + l ~ ~ ~ ) d ~ .  G  ( 4 . 3 . 2 2 )  
A  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n  f o r  t h e  t e r m  o n  b r a c k e t s  t o  b e  p o s i t i v e  d e f i n i t e  i s  t h a t  p  E  ( 0 , 2 ) .  
A s s u m i n g  t h i s  t o  b e  t h e  c a s e  a n d  u s i n g  ( 1 . 4 ) ,  i t  i s  e a s i l y  s h o w n  t h a t  t h e r e  e x i s t  t w o  
2  2  
c o n s t a n t  c 2  >  q  >  0  s u c h  t h a t  c ,  l x ,  1  5  V ( x , )  5  c 2  l x , l  
(  x ,  =  ( x ,  z )  ) .  T a k i n g  t h e  
d i r e c t i o n a l  d e r i v a t i v e  o f  V ( x , )  a l o n g  t h e  s o l u t i o n s  o f  ( 4 . 3 . 2 1 ) ,  a n d  u s i n g  ( 4 . 1 . 4 )  y i e l d s  
v ( x , )  =  - ( ( 2  -  p ) *  +  
+  p R h ( x l ) x I  +  p h 1 z  +  2  z 2 / R C )  
2  ( r ,  i  +  G z / R ,  -  G x 2 ) / G  +  ( p & +  2 x 2 ) b ( t ) ,  
( 4 . 3 . 2 3 )  
5  - ( ( 2  -  p ) @  +  p R E $  +  p e r  +  2  z 2 / R C ) +  ( p R I x 1  1  +  2 1 x 2  l j ( b ( t ) l .  
A  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n  f o r  t h e  q u a d r a t i c  t e r m  i n  b r a c k e t s  t o  b e  p o s i t i v e  d e f i n i t e  i s  t h a t  
0  <  p  i  m i n ( 2 ,  S K I R R , ) .  C h o o s i n g  
p  t o  s a t i s f y  t h e  p r o c e e d i n g  i n e q u a l i t y ,  a n d  
f o l l o w i n g  t h e  s a m e  p r o c e d u r e s  a s  i n  5 2 . 2  i t  c a n  b e  s h o w n  t h a t  t h e r e  e x i s t  p o s i t i v e  
c o n s t a n t s ,  p ,  y ,  c  >  0  ( n o t  t h e  s a m e  a s  i n  ( 4 . 1 . 5 )  )  s u c h  t h a t  
Ix, ( I ) )  5  P I X ,  ( 0 ) l e - c t  +  ~ l l b l b  (1 -  e - " )  
( 4 . 3 . 2 4 )  
F r o m  ( 4 . 3 . 2 4 )  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  i f  b ( t )  =  0  t h e n  x ,  =  0  i s  a  G E S  e q u i l i b r i u m  f o r  
( 4 . 3 . 2 1 ) .  F u r t h e r m o r e ,  f o r  n o n z e r o  b ( t )  ,  a l l  s o l u t i o n s  o f  ( 4 . 3 . 2 1 )  
(  x ,  ( t )  =  x ,  ( t ; x ,  ( 0 ) ,  r s  ( . ) ,  b ( . ) )  ) ,  c o n v e r g e  t o  a  b a l l  i n  ! R 3 ,  w h o s e  r a d i u s  i s  p r o p o r t i o n a l  
t o  l l b l l , .  T h e  i m p o r t a n t  p o i n t  b e i n g  t h a t ,  c o m p a r e d  w i t h  i n e q u a l i t y  ( 4 . 1 . 5 ) ,  t h e  r a d i u s  o f  
t h e  b a l l  i s  i n d e p e n d e n t  o f  r s ( t ) ,  a  p o i n t  w h i c h  w i l l  p r o v e  u s e f u l  w h e n  d i s c u s s i n g  
p e r i o d i c  s o l u t i o n s .  I t  f o l l o w s  t h a t  t h e  d i s s i p a t i o n  s h a p i n g  c o n t r o l  r ,  ( t )  =  l s ( t ) l ,  w h e r e  
s ( t ;  s ( O ) ,  x ,  ( a ) ,  r s  ( a ) )  i s  a  s o l u t i o n  o f  ( 4 . 3 . 1 3 ) ,  i m p r o v e s  b o t h  t h e  i n t e r n a l  a n d  e x t e r n a l  
s t a b i l i t y  p r o p e r t i e s  o f  2 .  I n  o r d e r  t o  p r o v i d e  a  c o m p a r i s o n  w i t h  t h e  
c o n t r o l -  F ( t )  =  ~ ( R , x ~ ; r , ( t ) ) ,  a  s i m p l e  s i n g u l a r  p e r t u r b a t i o n  t y p e  a n a l y s i s  w i l l  b e  
p e r f o r m e d  o n  ( 4 . 3 . 2 1 ) .  T h e  i d e a  o f  t h e  a n a l y s i s  t o  f o I l o w ,  i s  t o  s h o w  t h a t  i f  t h e  c o n s t a n t  
R ~ / G  i s  s u f f i c i e n t l y  s m a l l ,  t h e n  i t  i s  r e a s o n a b l e  t o  e x p e c t e d  t h a t  t h e  m o t i o n s  o f  C, i n  
( 4 . 3 . 2  1 )  w i l l  c o n v e r g e  i n t o  a  c y l i n d e r  a b o u t  t h e  m o t i o n s  o f  t h e  s y s t e m  C, 
t h e  r a d i u s  o f  w h i c h  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  % / G  .  N o w  m u l t i p l y i n g  t h e  v a r i a t i o n a l  i n e q u a l i t y  
f o r  C, i n  ( 4 . 3 . 2  1 )  b y  R ,  / G  a n d  s e t t i n g  E  =  R ,  / G  y i e l d s  
S i n c e  G  i s  a s s u m e d  t o  b e  s e v e r a l  o r d e r s  o f  m a g n i t u d e  g r e a t e r  t h a n  a l l  o t h e r  p a r a m e t e r s ,  
E  =  R , / G  a p p e a r s  t o  b e  a  s u i t a b l e  c h o i c e  f o r  t h e  p e r t u r b a t i o n  p a r a m e t e r .  N o t e  t h a t  
E  =  R ,  / G  i s  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  t i m e  s c a l e  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  M a x w e l l  m o d e l .  
F r o m  ( 4 . 3 . 2 6 ) ,  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  w h e n  i s e  s u f f i c i e n t l y  s m a l l ,  z ( t )  w i l l  e v o l v e  o n  a  
m u c h  f a s t e r  t i m e  s c a l e  t h a n  x ( t )  .  N o w ,  t h e  b a s i c  i d e a  o f  s i n g u l a r  p e r t u r b a t i o n  t h e o r y ,  i s  
t o  f i r s t  s e t  E  =  0  ,  a n d  t h e n  t o  s o l v e  ( 4 . 3 . 2 6 )  f o r  z  i n  t e r m s  o f  x ,  a n d  r ,  ( t )  .  T h i s  i s  c a l l e d  
t h e  q u a s i - s t e a d y  s t a t e  f u n c t i o n .  T h e  q u a s i - s t e a d y  s t a t e  f u n c t i o n  i s  t h e n  s u b s t i t u t e d  
i n t o z , ,  i n  o r d e r  t o  f o r m  a  r e d u c e d  o r d e r  s y s t e m .  T h e  n e x t  s t e p  i s  t o  s h o w  t h a t  f o r  E  
s u f f i c i e n t l y  s m a l l  t h e  s o l u t i o n s  o f  t h e  f u l l  m o d e l  w i l l  c o n v e r g e  i n t o  s o m e  
n e i g h b o u r h o o d  o f  t h e  s o l u t i o n s  o f  t h e  r e d u c e d  m o d e l .  I f  t h i s  c a n  b e  a c h i e v e d ,  i t  w i l l  a l s o  
p r o v i d e  a  j u s t i f i c a t i o n  f o r  u s i n g  t h e  r e d u c e d  m o d e l  i n  s u b s e q u e n t  a n a l y s i s .  
U n f o r t u n a t e l y ,  s t a n d a r d  s i n g u l a r  p e r t u r b a t i o n  t h e o r y  c a n n o t  b e  a p p l i e d  i n  t h e  p r e s e n t  
c a s e ,  a s  i t  r e q u i r e s  t h a t  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  s a t i s f y i n g  c e r t a i n  s t r i c t  s m o o t h n e s s  
p r o p e r t i e s ,  w h i c h  a r e  c l e a r l y  a b s e n t  i s  C ,  ( t h e  r e a d e r  i s  r e f e r r e d  t o  [ 8 2 ]  ,  f o r  a  n i c e  
d e v e l o p m e n t  o f  s i n g u l a r  p e r t u r b a t i o n  t h e o r y ) .  T h a t  s a i d ,  i t  w i l l  s t i l l  b e  p o s s i b l e  t o  o b t a i n  
s o m e  u s e f u l  r e s u l t s .  
S i n c e  1 z ( t ) 1  <  r s  ( t )  <: 7  ,  i n e q u a l i t y  ( 4 . 1 . 5 )  a p p l i e s  t o  a l l  s o l u t i o n s  o f  2  .  I n  p a r t i c u l a r ,  
t h e r e  e x i s t s  a  p o s i t i v e  c o n s t a n t  K , ,  i n d e p e n d e n t  o f  G  a n d  R , ,  s u c h  t h a t  IHI, <  K ,  .  
T h e  f i r s t  s t e p  i n  t h e  a n a l y s i s  i s  t o  s e t  E  =  0  i n  ( 4 . 3 . 2 6 )  a n d  t o  s o l v e  t h e  r e s u l t i n g  
i n e q u a l i t y  i n  t e r m s  o f  x ,  a n d r s ( t )  .  T h e  g o a l  i s  t o  f i n d  t h e  q u a s i - s t e a d y  s t a t e  f u n c t i o n  
z  =  f z  ( x , ,  r ,  ( t ) )  s u c h  t h a t  
( ~ 2 2  -  f ,  ( ~ 2  3  r s  ( f ) ) ,  f: b 2  Y  r s  ( 0 )  -  V )  2  09 
v l q l  C  ( 7 1 ,  
( 4 . 3 . 2 7 )  
a n d  I f ,  ( x , ,  r ,  ( t ) ) l  I  r ,  ( t ) , V t  2  0  .  I t  i s  e a s i l y  s e e n  t h a t  S ,  ( x , ,  r s  ( t ) )  =  Q ( R , x , ;  r ,  ( t ) )  s o l v e s  
( 4 . 3 . 2 7 ) ,  w h i c h  b e c o m e s  ( P ( R , x , ;  r, ( t ) ) ,  Q ( R , x ,  ;  r, ( t ) )  -  v )  2  0 ,  'dIpI <  r S  ( t )  ,  w h e r e  
P ( R , x 2  ;  r ,  ( t ) )  =  R c x 2  -  Q ( R , x , ;  r, ( t ) )  ( s e e  5 A . 2  f o r  d e t a i l s ) .  T h e  r e s u l t  i s  i n t u i t i v e l y  
o b v i o u s ,  a s  t h e  r a t i o  E  =  R , / G  t e n d s  t o  z e r o ,  t h e  E V P  m o d e l  i n  F i g  4 . 8  c o n v e r g e s  t o  t h e  
s e r i e s  c o m b i n a t i o n  o f  t h e  v i s c o u s  e l e m e n t  a n d  f r i c t i o n  e l e m e n t  s h o w n  i n  F i g  4 . 7 ( b ) .  
S u b s t i t u t i n g  f ,  ( x ,  ,  r, ( t ) )  =  Q ( R , x 2  ;  r, ( t ) )  
f o r  z  i n  ( 4 . 3 . 2  1 )  y i e l d s  t h e  r e d u c e d  o r d e r  
s y s t e m ,  w h i c h  c o r r e s p o n d s  w i t h  C, i n  ( 4 . 3 . 2 5 ) .  I n  o r d e r  t o  p r o v e  t h a t  t h e  a s y m p t o t i c  
d i s t a n c e  b e t w e e n  t h e  s o l u t i o n s  x ( t )  o f  C ,  a n d  y ( t )  o f  C, c a n  b e  m a d e  a r b i t r a r i l y  
s m a l l ,  i t  n e e d s  t o  b e  s h o w n  t h a t  t h e  e r r o r  
~ ( t )  =  z ( t )  -  Q ( R c x 2  ( f l y  r s  ( t ) ) ,  
( 4 . 3 . 2 8 )  
i s  U U B ,  w i t h  a n  u l t i m a t e  b o u n d  w h i c h  i s  a  c o n t i n u o u s ,  i n c r e a s i n g  f u n c t i o n  o f  E .  
T e s t i n g  t h e  i n e q u a l i t y  ( P ( R , x ,  ;  r s  ( t ) ) ,  Q ( R c x 2  ;  r s  ( t ) )  -  p )  2  0 ,  ~ I p l  i r, ( t )  ,  w i t h  p  =  r ( t )  
a n d  u s i n g  ( 4 . 3 . 2 8 )  g i v e s  ( ~ ( ~ ~ x ~ ; r ~ ( t ) ) , ~ ( t ) ) S O .  T h e  n e x t  s t e p  i s  t o  o b t a i n  a  
v a r i a t i o n a l  i n e q u a l i t y  d e f i n i n g  t h e  e v o l u t i o n  o f p ( t ) .  A  s l i g h t  p r o b l e m  a r i s e s  a t  t h i s  
p o i n t  b e c a u s e  t h e  f u n c t i o n  Q ( R c x 2 ( t ) ; r s  ( t ) )  d o e s  n o t  h a v e  a  c l a s s i c a l  d e r i v a t i v e  a t  t h e  
p o i n t s  R c x 2  ( t )  =  + r s  ( t )  .  
H o w e v e r  Q ( R c x 2  ( t ) ;  r ,  ( t ) )  d o e s  s a t i s @  t h e  L i p s c h i t z  t y p e  
i n e q u a l i t y  ( s e e  5 A . 2 )  
Q c  ( 1  r S  ( 1 )  -  Q C  '  r S  '  5  R C  1x2 ( 1  -  2  '  +  I s  ( 1  -  ,  '  ( 4 . 3 . 2 9 )  
C o m b i n i n g  ( 4 . 3 . 2 9 )  w i t h  t h e  f a c t  t h a t  r s ( t )  a n d  x 2 ( t )  a r e  L i p s c h i t z  c o n t i n u o u s ,  i m p l i e s  
t h a t  t h e  c o m p o s i t e  f u n c t i o n  Q ( t )  =  Q ( R c x 2  ( t ) ;  r s  ( t ) )  i s  L i p s c h i t z  a n d  h e n c e  
d i f f e r e n t i a b l e  a l m o s t  e v e r y w h e r e .  F u r t h e r m o r e  i n e q u a l i t y  ( 4 . 3 . 2 9 )  i m p l i e s  t h a t  a t  t h o s e  
p o i n t s  w h e r e  t h e  d e r i v a t i v e  d o e s  e x i s t  i t  s a t i s f i e s  t h e  e s t i m a t e l ~ ( t ) l  i R C k X  +  K ,  =  K Q  ,  
w h e r e  K ,  i s  t h e  L i p s c h i t z  c o n s t a n t  f o r  r s ( t )  .  N o w ,  d i f f e r e n t i a t i n g  ( 4 . 3 . 2 8 ) ,  i n s e r t i n g  t h e  
r e s u l t  i n t o  ( 4 . 3 . 2 6 )  a n d  u s i n g  t h e  i d e n t i t y  R c x 2  =  P ( R c x 2 ;  r s  ( t ) )  +  Q ( R c x 2 ;  r, ( t ) ) ,  b ' t  2  0 ,  
g i v e s  
( p ( R C x 2  ;  r s  ( f ) )  -  @ ( I )  -  p  - & A  p  +  Q ( R c x 2  ;  r ,  ( t ) )  -  p )  2  0 ,  ~ l p l  5  r s  ( t )  ( 4 . 3 . 3 0 )  
a l m o s t  e v e r y w h e r e .  T e s t i n g  ( 4 . 3 . 3 0 )  w i t h  p  =  Q ( R c x 2  ( t ) ; r ,  ( t ) )  a n d  u s i n g  t h e  i n e q u a l i t y  
( p ( R c x 2  ;  r ,  ( f ) ) ,  ~ ( t ) )  5  0 ,  y i e l d s  
( -  -  P  - & b y  P )  2  0 ,  ( 4 . 3 . 3 1 )  
w h i c h  i m p l i e s  t h a t  
a n d  h e n c e  
i m p l y i n g  t h a t  p  i s  U U B  w i t h  u l t i m a t e  b o u n d  E K ~ .  I n  p a r t i c u l a r ,  i f  z ( t )  a n d  x , ( z )  a r e  
p e r i o d i c ,  t h e n  s o  i s  p ( t )  ,  i n  w h i c h  c a s e  l p ( t ) l  5  E K ~ ,  V t  >  0  .  W i t h  i n e q u a l i t y  ( 4 . 3 . 3 3 )  i n  
h a n d  i t  i s  n o w  p o s s i b l e  t o  a n a l y z e  t h e  a s y m p t o t i c  b e h a v i o u r  o f  t h e  e r r o r  h n c t i o n  
i ( t )  =  x ( t )  -  y ( t )  ,  d e f i n i n g  t h e  d i s t a n c e  b e t w e e n  t h e  s o l u t i o n s  o f  C ,  a n d  C ,  .  U s i n g  
( 4 . 3 . 2 1 )  a n d  ( 4 . 3 . 2 5 )  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  t h e  d i f f e r e n c e  % ( t )  s a t i s f i e s  
w h e r e  z ( i l ;  t )  =  h ( i l  +  y ,  ( t ) )  -  h ( y ,  ( t ) )  a n d  
G ( i 2  ;  t )  =  Q ( Y 2  +  y 2  ( t ) ;  r ,  ( t ) )  -  Q ( f i  ( t ) ;  r ,  ( t ) )  . B y  c o n s t r u c t i o n ,  t h e s e  n o n l i n e a r i t i e s  
s a t i s f y  t h e  e s t i m a t e s  
o  2  ( ~ ( q ; t ) , % ) <  L % ~ ,  o 5  @ ( i 2 ; t ) , i 2 ) ~  R ~ Y . . ,  
( 4 . 3 . 3 5 ) L  
f o r  a l l  t  2  0  .  C o n s i d e r  t h e  L i a p u n o v  f u n c t i o n  V ( i )  =  0 . 5 ( 2 ~  + a ~ ~  )?f +  a E l ? ,  +  F i  ,  
w h i c h  i s  p o s i t i v e  d e f i n i t e  f o r  a  E  ( 0 , 2 )  .  T h e  d e r i v a t i v e  o f  V ( F )  a l o n g  t h e  s o l u t i o n s  o f  
( 4 . 3 . 3 4 )  s a t i s f i e s  
~ ( i )  =  - ( 2 - a ) E .  -a=: - a R % ( i 1 ;  t ) z 1  - 2 z ( i l ; t ) i 2  
-  2 & ( 4  ;  t ) q  -  a R G ( y 2  ;  t ) q  -  ( a = ,  +  2 z 2 ) ~ ( t ) ,  
w h e r e  ( 4 . 3 . 3 5 )  h a s  b e e n  u s e d  i n  p a s s i n g  t o  t h e  s e c o n d  i n e q u a l i t y  a n d  Y o u n g ' s  i n e q u a l i t y  
( s e e  g A . 1 )  h a s  b e e n  u s e d  t o  o b t a i n  t h e  f i n a l  i n e q u a l i t y .  T a c i t l y  a s s u m i n g  t h a t  L  <  R 2  ,  s e t  
a  =  m i n k  s  ( 0 , l )  1  Q ( 2  -  Q ) R 2  >  L }  ,  s o  t h a t  p i c k i n g  R c  <  8 K / a R  w i l l  e n s u r e  t h a t  t h e  
c o e f f i c i e n t s  o f  i f  a n d  2; a r e  p o s i t i v e .  N o t e  t h a t  t h e s e  c o n d i t i o n s  a r e  o n l y  s u f f i c i e n t  
a n d  b y  n o  m e a n s  n e c e s s a r y ,  d i f f e r e n t  r e s u l t s  c a n  b e  o b t a i n e d  u s i n g  d i f f e r e n t  L i a p u n o v  
f w n c t i o n s .  A s s u m i n g  t h a t  a  s u i t a b l e  v a l u e  f o r  a  e x i t s ,  i t  f o l l o w s  f r o m  
c ,  lz12 <  V ( i )  5  c ,  1 i I 2 ,  t h a t  t h e r e  e x i s t s  p o s i t i v e  c o n s t a n t s  c , ,  c ,  >  0  s u c h  t h a t  
a n d  a f t e r  t h e  u s u a l  m a n i p u l a t i o n s  
W i t h o u t  l o s s  o f  g e n e r a l i t y  i t  w i l l  b e  a s s u m e d  t h a t  r ,  ( 0 )  =  0 ,  i m p l y i n g p ( 0 )  =  0 ,  s o  t h a t  
i n s e r t i n g  ( 4 . 3 . 3 3 )  i n t o  ( 4 . 3 . 3 8 )  y i e l d s  
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N o t e  t h a t  c , , i  =  1 ,  . . . ,  4 ,  K ~  a n d  K , .  a r e  a l l  i n d e p e n d e n t  o f  G  .  I t  f o l l o w s  f r o m  ( 4 . 3 . 3 9 )  
t h a t  t h e  s o l u t i o n s  o f  C, c o n v e r g e  i n t o  a  c y l i n d e r  ( i n  i l l 2  x i l l , )  s u r r o u n d i n g  t h e  
s o l u t i o n s  o f  C , ,  t h e  r a d i u s  o f  w h i c h  c a n  b e  m a d e  a r b i t r a r i l y  s m a l l  b y  m a k i n g  G  
s u i t a b l y  l a r g e .  I d e a l l y  t h e  s t i f h e s s ,  G  ,  o f  t h e  d a m p e r  w o u l d  b e  l a r g e  e n o u g h  t o  e n s u r e  
t h a t  t h e  r e s p o n s e  o f  z ( t )  o f  ( 4 . 3 . 1 3 )  f o r m s  a  c l o s e  a p p r o x i m a t i o n  o f  Q ( R , x , ;  r s  ( t ) ) ,  o v e r  
a  r a n g e  o f  v a l u e s  o f  R ,  .  I n t e r e s t i n g l y  t h e  b o u n d  o n  R c  c a n  b e  r e d u c e d  i f  r ,  ( t )  i s  O T -  
r e c u r r e n t ,  f o r  s u i t a b l y  s m a l l  T  .  T h e  u s e f u l n e s s  o f  t h i s  r e s u l t  w i l l  b e c o m e  c l e a r e r  i n  $ 5 .  
I t  i s  i m p o r t a n t  t o  n o t e  t h a t  t h e  a n a l y s i s  p e r f o r m e d  a b o v e  i s  n o t  r e s t r i c t e d  t o  t h e  r e f e r e n c e  
m o d e l  ( 4 . 3 . 1 3 ) .  I n d e e d ,  i t  c a n  b e  s h o w n  t h a t  p e r f e c t  t r a c k i n g  i s  a c h i e v a b l e  i f  t h e  
r e f e r e n c e  m o d e l  d e f i n e s  a  p a s s i v e  m a p  f r o m  t h e  v e l o c i t y ,  x , ,  t o  t h e  o u t p u t ,  s  a n d  i f  i t  
h a s  a  s t o r a g e  f u n c t i o n  w h i c h  i s  i d e n t i c a l  t o  t h a t  o f  t h e  E P  m o d e l .  T h i s  a p p l i e s  t o  m o d e l s  
d e r i v e d  u s i n g  t h e  i n t e r n a l  v a r i a b l e  f r a m e w o r k  o f  $ 3 ,  s t a r t i n g  w i t h  t h e  s a m e  i n t e r n a l  
e n e r g y  f u n c t i o n  b u t  w i t h  a  m o r e  d e s i r a b l e  d i s s i p a t i o n  f u n c t i o n .  F o r  e x a m p l e  c o n s i d e r  
r e p l a c i n g  t h e  i n t e r n a l  e n e r g y  a n d  d i s s i p a t i o n  h n c t i o n  i n  ( 4 . 3 . 9 )  w i t h  
W h e r e  g  E  C ( X ;  3 )  i s  a n  i n c r e a s i n g  h n c t i o n ,  s a t i s f y i n g  g ( 0 )  =  0  .  L e t  g  E  C ( % ; % )  
d e n o t e  t h e  i n v e r s e  o f  g  ,  t h a t  i s  g ( g ( x ) )  =  x  f o r  a l l  x  E  i l l  .  I n  t e r m s  o f  r h e o l o g i c a l  
e l e m e n t s  ( 4 . 3 . 4 0 )  r e p r e s e n t s  a  s e r i e s  c o m b i n a t i o n  o f  a  l i n e a r  s p r i n g ,  a  n o n l i n e a r  v i s c o u s  
d a m p e r  a n d  a  f r i c t i o n  e l e m e n t  w i t h  c o n t r o l  r s  ( t )  .  N o w ,  f o l l o w i n g  t h e  s a m e  r e a s o n i n g  a s  
i n  $ 3  ( o r  a b o v e )  l e a d s  t o  t h e  v a r i a t i o n a l  i n e q u a l i t y  
T h e  i n t e g r a l  e n e r g y  b a l a n c e  f o r  C ,  i s  s i m p l y  
-  
w h e r e  @, ( s ,  x , ;  r, ( t ) )  =  a s  ( s ,  x 2 ;  r ,  ( t ) )  -  g ( s ) s  2  0  i s  t h e  n o n n e g a t i v e  d i s s i p a t i o n  r a t e  
a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  f r i c t i o n  e l e m e n t .  S i n c e  g ( s )  i s  a n  i n c r e a s i n g  f b n c t i o n  a n d  s a t i s f i e s  
g ( 0 )  =  0 ,  t h e  d i s s i p a t i o n  r a t e  g ( s ) s  i s  p o s i t i v e  d e f i n i t e .  T h i s  c o m b i n e d  w i t h  ( 4 . 3 . 4 2 )  
i m p l i e s  t h a t  ( 4 . 3 . 4 1 )  d e f i n e s  a  s t r i c t l y  p a s s i v e  m a p  f r o m  x ,  t o  s  .  S e t  r ( t )  =  I s ( t ) l  a s  t h e  
c o n t r o l  f o r  t h e  E P  m o d e l  C, a n d  c o n s i d e r  t h e  e r r o r  e n e r g y V ( 2 )  =  ( z - s ) ~ ,  t h e  
d i r e c t i o n a l  d e r i v a t i v e  o f  w h i c h  s a t i s f i e s  
v ( ? )  =  2 ( z  -  s ,  i  -  G x 2 )  +  2 ( z  -  s ,  G X ,  -  G g ( s )  -  S )  +  2 ~ ( g ( s ) ,  s  -  z ) .  ( 4 . 3 . 4 3 )  
S i n c e  I z ( t ) I  5  ( s ( t ) l <  r , ( t ) , V t  2  0 ,  t h e  f i r s t  t w o  t e r m s  i n  ( 4 . 3 . 4 3 )  a r e  n e g a t i v e  a n d  h e n c e  
p ( Z ' )  5  - 2 ~ ( g ( s ) ,  s  -  z )  5  0 .  ( 4 . 3 . 4 4 )  
N e x t  t h e  p r o o f  f i n i t e  t i m e  c o n v e r g e n c e  i s  g i v e n .  T h a t  i s ,  f o r  a n y  a d m i s s i b l e  s e t  o f  i n i t i a l  
c o n d i t i o n s  1 z ( 0 ) 1 1  1 s ( 0 ) 1 5  17, ( 0 ) 1 ,  t h e r e  e x i s t s  a  f i n i t e  t i m e r  E  % +  ,  s u c h  t h a t  
z ( t )  =  s ( t ) ,  V t  2  z  2  0 .  O b v i o u s l y ,  i f  t h e r e  e x i s t s  a  t i m e  t ,  ,  s u c h  t h a t  s ( t l )  =  0 ,  t h e n  
z ( t , )  =  0  a n d  b y  ( 4 . 3 . 4 8 )  z ( t )  =  s ( t ) ,  ' d t  2  t l  .  C o n s i d e r  t h e  a l t e r n a t i v e  c a s e  w h e r e  s  
r e m a i n s  n o n z e r o  ( a n d  s i g n  d e f i n i t e  b y  c o n t i n u i t y ) ,  f o r  a l l t  2  0 .  I n  t h i s  c a s e ,  t h e r e  e x i s t s  
a  p o s i t i v e  c o n s t a n t  E  >  0 ,  s u c h  t h a t  I g ( s ( t ) ) l >  E  f o r  a l l  t  2  0  .  S u p p o s e  z ( t )  #  s ( t )  f o r  a l l  
t  2  0 ,  t h e n  s i n c e  
g ( s )  a n  i n c r e a s i n g  f u n c t i o n  s a t i s f i i n g  
g ( 0 )  =  0 ,  i t  f o l l o w s  t h a t  
s g n ( g ( s ( t ) ) )  =  s g n ( s ( t )  -  z ( t ) )  .  E q u a t i o n  ( 4 . 3 . 4 4 )  c a n  n o w  b e  r e w r i t t e n  a s  
v ( ? )  <  - 2 G l g ^ ( s ) l l s  -  z l  i  - 2 ~ & l ? l =  - 2 ~ ~ , / m  i  0 ,  
( 4 . 3 . 4 5 )  
a n d  h e n c e  
B u t  t h e  r i g h t  h a n d  s i d e  o f  ( 4 . 3 . 4 6 )  i s  n e g a t i v e  f o r t  2  r  >  R c  I Z ( O ) ~ / G E ,  i m p l y i n g  t h a t  
z ( t )  =  s ( t ) ,  ' d t  2  z  .  T h e  a p p l i c a b i l i t y  o f  t h i s  m e t h o d  i s  n o t  r e s t r i c t e d  t o  t h e  E P  m o d e l  
e i t h e r .  T h e  a u t h o r  h a s  a l s o  a p p l i e d  i t  w i t h  s o m e  s u c c e s s  t o  t h e  v i s c o p l a s t i c  m o d e l s  $ 3 . 5 .  
S o m e  m o r e  w i l l  b e  s a i d  o n  t h i s  p o i n t  i n  t h e  d i s c u s s i o n s  c h a p t e r  o f  t h i s  t h e s i s .  
I n  S e c t i o n  4 . 1  a n  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n ,  r e p r e s e n t i n g  t h e  f o r e a r m  w i t h  t r e m o r  
(C,), w a s  c o u p l e d  w i t h  t h e  c o n t r o l l a b l e  E P  m o d e l  ( C , ) .  I t  w a s  s h o w n  t h a t  t h e r e  d o e s  
n o t  e x i s t  a n  a d m i s s i b l e  d a m p e r  c o n t r o l ,  w h i c h  c a n  c o m p l e t e l y  c a n c e l  t h e  e f f e c t  o f  a  
p e r s i s t e n t  d i s t u r b a n c e  o n  t h e  b e h a v i o u r  o f  E x .  H o w e v e r ,  u s i n g  a  s i m p l e  e n e r g y  b a s e d  
a n a l y s i s  i t  w a s  s h o w n  t h a t  i f  b o t h  t h e  t r e m o r  a n d  t h e  d a m p e r  c o n t r o l  a r e  T - p e r i o d i c  a n d  
t h e  s y s t e m  h a s  a  T - p e r i o d i c  s o l u t i o n ,  t h e n  a l o n g  t h i s  p e r i o d i c  s o l u t i o n  i t  i s  p o s s i b l e  t o  
r e d u c e  t h e  u p p e r - b o u n d  o n  t h e  a v e r a g e  k i n e t i c  e n e r g y  b y  e n s u r i n g  t h a t  t h e  d a m p e r  
d i s s i p a t e s  a  s u i t a b l e  a m o u n t  o f  e n e r g y  o v e r  e a c h  p e r i o d .  A l s o ,  i f  t h e  t r e m o r  s h o u l d  
v a n i s h ,  t h e n  t h e  s t a t e  o f  t h e  s y s t e m  w i l l  c o n v e r g e  t o  a n  e q u i l i b r i u m  s e t ,  t h e  s i z e  o f  
w h i c h  d e p e n d s  o n  t h e  l i m i t  i n f e r i o r  i f  t h e  d a m p e r  c o n t r o l .  
B a s e d  o n  t h e s e  f i n d i n g s ,  i t  w a s  c o n j e c t u r e d  t h a t  t h e  g o a l  o f  t r e m o r  s u p p r e s s i o n  m i g h t  b e  
a c h i e v e d  i f  a  c o n t r o l  s c h e m e  c o u l d  b e  d e v i s e d  w h i c h  w o u l d  e n s u r e  t h a t  i f  t h e  t r e m o r  
w a s  p e r i o d i c ,  t h e n  a l l  s o l u t i o n s  o f  t h e  s y s t e m  w o u l d  c o n v e r g e  t o  a  p e r i o d i c  s o l u t i o n  a n d  
t h a t  a l o n g  t h i s  s o l u t i o n ,  t h e  d a m p e r  d i s s i p a t e d  a  s u i t a b l e  a m o u n t  o f  e n e r g y .  A l s o ,  i f  t h e  
t r e m o r  s h o u l d  v a n i s h ,  t h e n  t h e  s t a t e  o f  t h e  s y s t e m  s h o u l d  c o n v e r g e  t o  z e r o .  I n  o r d e r  t o  
g a i n  s o m e  i n s i g h t  i n t o  h o w  t h i s  m i g h t  b e  a c h i e v e d ,  t h e  i n f l u e n c e  o f  t h e  d a m p e r  c o n t r o l  
o n  t h e  q u a l i t a t i v e  b e h a v i o u r  o f  t h e  c o u p l e d  s y s t e m  ( C  )  w a s  a n a l y z e d  i n  d e t a i l  u s i n g  
t r a d i t i o n a l  e n e r g y - b a s e d  a n d  L i a p u n o v  t y p e  t e c h n i q u e s .  
T h e  o b j e c t i v e  o f  S e c t i o n  4 . 2  w a s  t o  o b t a i n  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n s  o n  t h e  d a m p e r  c o n t r o l  
w h i c h  w o u l d  e n s u r e  t h a t  t h e  o r i g i n  i s  a n  i n t e r n a l  G E S  e q u i l i b r i u m  f o r  C ,  w h i l e  s t i l l  
a l l o w i n g  s o m e  s c o p e  f o r  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  d i s t u r b a n c e  a t t e n u a t i o n  s c h e m e s .  T h e  
s e c t i o n  b e g i n s  w i t h  a  r e v i e w  o f  s o m e  k n o w  r e s u l t s  f o r  s e m i - a c t i v e  d a m p e r s ,  i n c l u d i n g  a  
d i s c u s s i o n  o n  t h e  p o p u l a r  b a n g - b a n g  t y p e  c o n t r o l  s t r a t e g i e s .  F i n d i n g  t h e s e  r e s u l t s  t o  b e  
i n a d e q u a t e ,  t h e  n o t i o n  o f  a  O T  - r e c u r r e n t  c o n t r o l  w a s  d e v e l o p e d .  A  d a m p e r  c o n t r o l  i s  
s a i d  t o  b e  O T  - r e c u r r e n t  i f  i n  e a c h  i n t e r v a l  o f  l e n g t h  T  t h e r e  e x i s t s  a  t i m e  f o r  w h i c h  t h e  
c o n t r o l  i s  z e r o .  I t  w a s  s h o w n  t h a t  i f  t h e  c o n t r o l  i s  O T  - r e c u r r e n t ,  t h e n  t h e  o r i g i n  i s  a n  
i n t e r n a l  G E S  e q u i l i b r i u m  f o r  C  .  W h i l e  t h i s  r e s u l t  w a s  o b t a i n e d  w i t h o u t  r e s t r i c t i o n  o n  
t h e  s i z e  o f  T ,  t h e  r a t e  a t  w h i c h  t h e  s t a t e  c o n v e r g e s  t o  z e r o  i s  s t r o n g l y  d e p e n d e n t  o f  t h e  
s i z e  o f  T .  
S e c t i o n  4 . 3  i n v e s t i g a t e s  t h e  f e a s i b i l i t y  o f  m a k i n g  t h e  E P  m o d e l  b e h a v e  i n  a  m o r e  
d e s i r a b l e  m a n n e r  b y  s u i t a b l e  c h o i c e  o f  c o n t r o l .  T h e  p o s s i b i l i t y  o f  m a k i n g  t h e  E P  m o d e l  
b e h a v e  e x a c t l y  l i k e  a  p a s s i v e ,  m e m o r y l e s s  f u n c t i o n  o f  t h e  v e l o c i t y  ( p u r e l y  d i s s i p a t i v e  
e l e m e n t )  w a s  i n v e s t i g a t e d  f i r s t .  I t  w a s  s h o w n  t h a t  t h i s  i s  n o t  p o s s i b l e  b e c a u s e  h e  E P  
m o d e l  c o n s i s t s  o f  f i x e d  s p r i n g  i n  s e r i e s  w i t h  a  c o n t r o l l a b l e  f r i c t i o n  e l e m e n t .  W h i c h  i s  t o  
s a y ,  i t  c o n s i s t s  o f  a  f i x e d  c o n s e r v a t i v e  e l e m e n t ,  c a p a b l e  o f  s t o r i n g  e n e r g y  ( i m p l y i n g  t h e  
m o d e l  h a s  m e m o r y ) ,  i n  s e r i e s  w i t h  a  p u r e l y  d i s s i p a t i v e  e l e m e n t ,  w h o s e  b e h a v i o u r  c a n  b e  
c o n t r o l l e d .  A  m o r e  s u i t a b l e  g o a l  w o u l d  b e  t o  t r y  t o  m a k e  t h e  E P  m o d e l  b e h a v e  l i k e  a  
r h e o l o g i c a l  m o d e l  c o n s i s t i n g  i f  a  f i x e d  s p r i n g  w i t h  t h e  s a m e  s t i f f n e s s  i n  s e r i e s  w i t h  
p u r e l y  d i s s i p a t i v e  e l e m e n t s ,  s u c h  a s  t h e  E V P  m o d e l .  I n d e e d ,  i t  w a s  s h o w n  t h a t  b y  
s o l v i n g  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  f o r  t h e  E V P  m o d e l  a n d  s e t t i n g  t h e  y i e l d  s t r e s s  e q u a l  t o  
t h e  a b s o l u t e  v a l u e  o f  t h i s  s o l u t i o n ,  t h e n  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  E P  m o d e l  w i l l  c o n v e r g e  t o  
t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  E V P  m o d e l  i n  f i n i t e  t i m e .  M o r e  g e n e r a l l y ,  i t  w a s  s h o w n  t h a t  t h e  E P  
m o d e l  c a n  b e  m a d e  t o  b e h a v e  e x a c t l y  l i k e  a n o t h e r  r h e o l o g i c a l  m o d e l  c o n s i s t i n g  a  l i n e a r  
s p r i n g  w i t h  t h e  s a m e  s t i f f n e s s ,  i n  s e r i e s  w i t h  a  d i s s i p a t i v e  e l e m e n t  w i t h  m o r e  d e s i r a b l e  
d i s s i p a t i o n  f u n c t i o n  ( h e n c e  t h e  n a m e  d i s s i p a t i o n  s h a p i n g ) . T h e  i m p o r t a n c e  o f  f i n i t e  t i m e  
c o n v e r g e n c e  i s  t h a t  t h e  E P  m o d e l  c a n  b e  r e p l a c e d  b y  t h e  n e w  " r e f e r e n c e "  m o d e l  f o r  t h e  
p u r p o s e s  o f  a n a l y s i s .  I n  c o n t r a s t  t o  t h e  E P  m o d e l ,  t h e  d i s s i p a t i o n  f u n c t i o n  a s s o c i a t e d  
w i t h  t h e  E V P  m o d e l  i s  a  p o s i t i v e  d e f i n i t e  f u n c t i o n  o f  t h e  r e a c t i o n  f o r c e .  A s  a  r e s u l t ,  i t  
w a s  s h o w n  t h a t  b y  m a k i n g  t h e  E P  m o d e l  b e h a v e  e x a c t l y  l i k e  t h e  E V P  m o d e l  t h e n  t h e  
c o u p l e d  s y s t e m  w i l l  b e  i n t e r n a l l y  G E S  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  o r i g i n ,  i r r e s p e c t i v e  o f  
v a r i a t i o n s  i n  t h e  n e w  c o n t r o l l a b l e  y i e l d  s t r e s s .  S o m e  s i n g u l a r  p e r t u r b a t i o n  t y p e  r e s u l t s  
w e r e  a l s o  o b t a i n e d ,  w h i c h  w i l l  p r o v e  e x t r e m e l y  u s e f u l  w h e n  d i s c u s s i n g  t r e m o r  
a t t e n u a t i o n  i n  t h e  n e x t  c h a p t e r .  
T h e  q u e s t i o n  o f  e x i s t e n c e  a n d  s t a b i l i t y  o f  t h e  p e r i o d i c  s o l u t i o n s  o f  t h e  c o u p l e d  s y s t e m  
w a s  s t u d i e d  i n  A p p e n d i x  C .  T h e  a p p r o a c h  t a k e n  w a s  t o  e s t a b l i s h  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n s  
f o r  t h e  e x i s t e n c e  o f  a t  l e a s t  o n e  p e r i o d i c  s o l u t i o n  u s i n g  a  s u i t a b l e  f i x e d  p o i n t  t h e o r e m  
a n d  t o  t h e n  s t u d y  t h e  s t a b i l i t y  o f  t h e s e  s o l u t i o n s  u s i n g  L i a p u n o v  t y p e  a n a l y s i s .  U s i n g  a n  
a s y m p t o t i c  f i x e d  p o i n t  t h e o r e m ,  i t  w a s  s h o w n  t h a t  i f  f o r  e a c h  s e t  o f  a d m i s s i b l e  i n i t i a l  
c o n d i t i o n s  t h e  s t a t e  o f  t h e  f o r e a r m  m o d e l  i s  U B  a n d  U U B ,  t h e n  t h e  c o u p l e d  s y s t e m  w i l l  
h a v e  a t  l e a s t  o n e  p e r i o d i c  s o l u t i o n .  V a r i o u s  c o n d i t i o n s  o n  t h e  d a m p e r  c o n t r o l  w h i c h  
w o u l d  e n s u r e  t h e  p e r i o d i c  s o l u t i o n  i s  G E S  a n d  h e n c e  u n i q u e ,  w e r e  a l s o  i n v e s t i g a t e d .  I n  
p a r t i c u l a r  i t  w a s  s h o w n  t h a t  i f  t h e  d i s s i p a t i o n  s h a p i n g  c o n t r o l  w a s  f i r s t  u s e d  t o  t r a n s f o r m  
t h e  E P  m o d e l  i n t o  t h e  E V P  m o d e l  w i t h  T - p e r i o d i c  y i e l d  s t r e s s ,  t h e n  i t  i s  a l w a y s  
p o s s i b l e  t o  s e l e c t  a  v a l u e  f o r  t h e  v i s c o u s  c o e f f i c i e n t  o f  t h e  E V P  m o d e l ,  s o  a s  t o  e n s u r e  
t h e  c o u p l e d  s y s t e m  h a s  a  G E S  T - p e r i o d i c  s o l u t i o n .  T h i s  r e s u l t  w i l l  b e  u s e d  w h e n  
i n v e s t i g a t i n g  t r e m o r  s u p p r e s s i o n  i n  t h e  n e x t  c h a p t e r .  
T h e  a n a l y s i s  p e r f o r m e d  i n  t h i s  c h a p t e r  w a s  a l s o  i n t e n d e d  t o  i l l u s t r a t e  t h a t  t h e  v a r i a t i o n a l  
f o r m u l a t i o n  o f  t h e  E P  m o d e l  i s  w e l l  s u i t e d  f o r  a n a l y s i s  a n d  t h a t  t h e  t h e r m o d y n a m i c  
o r i g i n s  ( w e l l  d e f i n e d  e n e r g y  a n d  d i s s i p a t i o n  f u n c t i o n s )  a l l o w  f o r  a  p h y s i c a l  
i n t e r p r e t a t i o n  o f  m a n y  o f  t h e  r e s u l t s .  T h e  i m p o r t a n c e  o f  e s t a b l i s h i n g  e x i s t e n c e  a n d  
r e g u l a r i t y  r e s u l t s  f o r  t h e  s o l u t i o n s  o f  t h e  m o d e l  u n d e r  i n v e s t i g a t i o n  i s  a l s o  e v i d e n t .  F o r  
e x a m p l e ,  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  f i x e d  p o i n t  t h e o r e m  i n  A p p e n d i x  D .  r e l i e d  c r u c i a l l y  o n  
t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  s o l u t i o n s  d e p e n d  c o n t i n u o u s l y  o n  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s .  
C h a p t e r  5  
T r e m o r  A t t e n u a t i o n  
I n  5 2  t h e  c o n t r o l  o b j e c t i v e  w a s  s t a t e d  a s  f o l l o w s :  D e v i s e  a  c o n t r o l  s t r a t e g y  f o r  a n  E R  
d a m p e r  w h i c h  w i l l  r e d u c e  t h e  o s c i l l a t i o n s  c a u s e d  b y  t h e  t r e m o r ,  w i t h o u t  a d v e r s e l y  
a f f e c t i n g  t h e  i n t e n t i o n a l  m o t i o n .  I n  t h i s  c h a p t e r ,  t h e  f e a s i b i l i t y  o f  a c h i e v i n g  t h i s  
o b j e c t i v e  i s  b r i e f l y  t a c k l e d ,  u s i n g  s o m e  o f  t h e  e x t e r n a l  s t a b i l i t y  r e s u l t s  f r o m  5 4 .  T h e  
t h e o r e t i c a l  r e s u l t s  a r e  q u i t e  p o s i t i v e  a n d  a r e  b a c k e d  u p  w i t h  n u m e r o u s  s i m u l a t i o n s .  
5 . 1  B a s i c  r e s u l t s  f o r  T r e m o r  a t t e n u a t i o n  
C o n s i d e r  a g a i n  t h e  f e e d b a c k  i n t e r c o n n e c t i o n  o f  t h e  c o n t r o l l e d  E P  m o d e l  a n d  t h e  f o r c e d  
s e c o n d  o r d e r  o s c i l l a t o r  ( s e e  5 4 . 1 )  
l x 2  = - f i l  - ~ r ,  - h ( x , ) - z + b ( t ) ,  
(  -  z  z  - )  2  0 ,  ' d l q l  2  r ( t ) ,  
( 5 . 1 . 1 )  
I z I S  r ( t ) ,  ' d t  2  0 .  
w i t h  t o t a l  s t a t e  x ,  ( t )  =  ( x ( t ) ,  z ( t ) )  a n d  i n i t i a l  c o n d i t i o n  x ,  ( 0 )  E  s 2  x [ - r ( O ) ,  r ( 0 ) ]  .  T h e  
n o n l i n e a r  f u n c t i o n  h ( x , )  =  O . S L ( X ,  +  s i n ( x ,  +  q ' )  -  s i n ( q ' ) ) ,  w h e r e  q *  E  [ O ,  n ]  i s  t h e  
d e s i r e d  e q u i l i b r i u m  f o r  t h e  s y s t e m  ( 2 . 1 . 8 ) ,  s a t i s f i e s  h ( 0 )  =  0  a n d  
0  5  ( h ( x )  -  h ( y ) X x  -  y )  5  L ( X  -  y ) 2 .  T h e  d a m p e r  c o n t r o l  r  w i l l  b e  c a l l e d  a d m i s s i b l e  i f  
r  E  C O , '  ( % + ;  % )  n [ O ,  F ]  f o r  s o m e  c o n s t a n t  F  2  0 .  T h e  i n p u t  b  E  C O , '  ( % + ;  9 3 )  r e p r e s e n t s  
a  T - p e r i o d i c  d i s t u r b a n c e  ( t r e m o r ) .  U n d e r  t h e  a s s u m p t i o n s  s t a t e d  a b o v e ,  u s i n g  
i n e q u a l i t y  ( 4 . 1 . 5 )  a n d  c o r o l l a r y  C . 3 . 1 ,  i t  c a n  b e  c o n c l u d e d  t h a t  C  h a s  a  u n i q u e  s o l u t i o n  
( x ( t ) , z ( t ) ) = ( x ( t ; x , ( ~ ) , r ( ~ ) , b ( ~ ) ) , z ( t ; x , ( ~ ) , r ( ~ ) , b ( ~ ) ) )  s u c h  t h a t x ~ ~ ~ , ~ ( % + ; % ~ )  a n d  
z  E  C O , '  ( % + ; % )  .  M o r e o v e r ,  t h e  s o l u t i o n  d e p e n d s  c o n t i n u o u s l y  o n  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  
x , ( O ) ,  t h e  i n p u t  b ( t )  a n d  t h e  c o n t r o l  r ( t ) .  F o r  s i m p l i c i t y ,  t h e  d i s t u r b a n c e  w i l l  b e  
a s s u m e d  t o  b e  s i n u s o i d a l ,  t h a t  i s  b ( t )  =  A s i n ( w t  +  q ) ,  t h e  p a r a m e t e r s  A a n d  w  t a k i n g  
v a l u e s  i n  t h e  i n t e r v a l s  [ O , A ]  a n d  [ 6 n Y 1 0 n ]  =  b , ~ ]  r e s p e c t i v e l y  ( k i n e t i c  t r e m o r  s e e  
5 1 . 1 ) .  
F u r t h e r m o r e ,  i t  w i l l  b e  a s s u m e d  t h a t  F  r  1 2 1 ,  s o  t h a t  a n y  s o l u t i o n  o f  C  w i l l  s a t i s f y  
I z ( t ) l <  r ( t )  S  2  a n d  
I x ( t ) l _ <  p ( x ( ~ ) l e - ~ ~  +  g(1 -  e - c ' ) ,  ( 5 . 1 . 2 )  
f o r  s o m e  c o n s t a n t s  p ,  y ,  c  >  0 ,  d e p e n d i n g  o n l y  o n  R ,  K  a n d  L  .  
I n  o r d e r  t o  s i m p l i f y  t h e  d i s c u s s i o n s  w h i c h  f o l l o w ,  w h e n  b ( . )  =  0  a n d  r ( - )  =  0  ( h e n c e  
z ( . )  =  0  )  t h e  m o t i o n s  o f  C ,  ,  x ( t )  =  x ( t ; x ( O ) )  ,  w i l l  b e  r e f e r r e d  t o  a s  n a t u r a l  m o t i o n s .  
W h e n  b ( - )  +  0  a n d  r ( - )  =  0 ,  t h e  r e s u l t i n g  m o t i o n s  o f  C , ,  x ( t )  =  x ( t ;  x ( O ) ,  b ( . ) )  ,  w i l l  b e  
r e f e r r e d  t o  a s  p e r t u r b e d  m o t i o n s .  I f  b ( - )  #  0  a n d  r ( . )  #  0 ,  t h e  r e s u l t i n g  m o t i o n s  o f  C  ,  
x ( t )  =  x ( t ;  x ,  ( o ) ,  r c ) ,  b ( . ) )  a n d  z ( t )  =  z ( t ;  x ,  ( 0 ) ,  r ( ) ,  b c ) ) ,  
w i l l  b e  r e f e r r e d  t o  a s  
c o n t r o l l e d .  S p e c i f i c  " s t e a d y  s t a t e "  m o t i o n s ,  s u c h  a s  a  p e r i o d i c  t r a j e c t o r y ,  w i l l  b e  
r e f e r r e d  t o  a s  t h e  p e r t u r b e d  o r  c o n t r o l l e d  p e r i o d i c  t r a j e c t o r y .  
I n  9 2  t h e  c o n t r o l  o b j e c t i v e  w a s  s t a t e d  a s :  d e v i s e  a  c o n t r o l  s t r a t e g y  f o r  t h e  d a m p e r  w h i c h  
w i l l  r e d u c e  t h e  o s c i l l a t i o n s  c a u s e d  b y  t h e  t r e m o r ,  w i t h  o u t  a d v e r s e l y  a f f e c t i n g  t h e  
i n t e n t i o n a l  m o t i o n .  U n f o r t u n a t e l y  i t  i s  v e r y  d i e c u l t  t o  g i v e  a  m a t h e m a t i c a l l y  p r e c i s e  
f o r m u l a t i o n  o f  t h i s  o b j e c t i v e .  I f  e x a c t  c a n c e l l a t i o n  o f  t h e  t r e m o r  w e r e  p o s s i b l e ,  t h e n  a  
s u i t a b l e  o b j e c t i v e  m i g h t  b e ,  t o  d e v i s e  a  c o n t r o l  s t r a t e g y  f o r  r ( t ) ,  w h i c h  w o u l d  e n s u r e  
t h a t  t h e  c o n t r o l l e d  m o t i o n  o f  C ,  c o n v e r g e d  t o  t h e  n a t u r a l  m o t i o n  o f  C , .  W h i l e  i t  i s  
t e m p t i n g  t o  w e a k e n  t h i s  a n d  s u g g e s t  t h a t  t h e  c o n t r o l l e d  m o t i o n  s h o u l d  c o n v e r g e  t o  s o m e  
s m a l l  c y l i n d e r  c e n t r e d  o n  t h e  n a t u r a l  m o t i o n ,  i n s i d e  t h i s  c y l i n d e r  t h e  c o n t r o l l e d  m o t i o n  
c o u l d  b e  v e r y  j e r k y  o r  e v e n  c h a o t i c ,  w h i c h  c o u l d  b e  w o r s e  t h a n  t h e  s m o o t h  o s c i l l a t i o n s  
c a u s e d  b y  t h e  t r e m o r .  I t  h a s  b e e n  s h o w n  i n  9 2 . 2  t h a t  i f  b ( - )  =  r ( - )  =  0 ,  t h e n  t h e  o r i g i n  i s  
a  G E S  e q u i l i b r i u m  f o r  C ,  .  T h u s ,  f o r  a  g i v e n  s e t  o f  i n i t i a l  c o n d i t i o n s ,  t h e  n a t u r a l  m o t i o n  
o f  C, c o r r e s p o n d s  w i t h  e x p o n e n t i a l  c o n v e r g e n c e  t o  t h e  o r i g i n .  I f  i n  a d d i t i o n  
b ( t )  =  A s i n ( w t  +  9 )  a n d  L  <  R ~ ,  t h e n  t h e  p e r t u r b e d  m o t i o n  o f  C ,  w i l l  c o n v e r g e  t o  a  
u n i q u e  T - p e r i o d i c  t r a j e c t o r y  (  T  =  2 z / w  ) .  
A l l  s i m u l a t i o n s  o f  C  h a v e  b e e n  p e r f o r m e d  i n  t h e  S i m u l i n k I M a t l a b  s o f t w a r e  p a c k a g e  
[ 8 3 ] ,  u s i n g  a  f o u r t h - o r d e r  R u n g e - K u t t a  a l g o r i t h m  f o r  C, c o u p l e d  w i t h  a n  i m p l i c i t  
E u l e r  a l g o r i t h m  f o r  t h e  C ,  .  
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T i m e  ( s )  
F i g  5 . 1 E x a m p l e  o f  n a t u r a l  a n d  p e r t u r b e d  m o t i o n s .  T h e  e q u i l i b r i u m  
s i g n a l  r e f e r s  t o  t h e  v a l u e  o f  t h e  d e s i r e d  e q u i l i b r i u m  q *  ,  s e e  5 2 . 1 .  
A  s h i f t  i n  e q u i l i b r i u m  o c c u r s  b e t w e e n  3  a n d  3 . 1  s e c o n d s .  
A  f i x  t i m e  s t e p  o f  0 . 0 0 0 5  s e c o n d s  w a s  u s e d  a l o n g  w i t h  t h e  p a r a m e t e r  v a l u e s  
R  =  1 6 ,  K  =  9 0 ,  L  =  1 0 0  a n d  G  =  2 0 0 0 0 .  F i g  5 . 1  s h o w s  a n  e x a m p l e  o f  t h e  n a t u r a l  a n d  
p e r t u r b e d  m o t i o n s  o f  C , .  T h e  e q u i l i b r i u m  s i g n a l  r e f e r s  t o  t h e  v a l u e  o f  t h e  d e s i r e d  
e q u i l i b r i u m  q * ,  s e e  5 2 . 1  f o r  d e t a i l s .  F o r  t h e  p u r p o s e s  o f  i l l u s t r a t i o n ,  a  s h i f t  i n  
e q u i l i b r i u m  o c c u r s  b e t w e e n  3  a n d  3 . 1  s e c o n d s .  D u r i n g  t h i s  p e r i o d ,  t h e  r e p r e s e n t a t i o n  o f  
C  g i v e n  i n  ( 5 . 1 . 1 )  i s  n o t  v a l i d ,  a s  t h e r e  s h o u l d  b e  a n  a d d i t i o n a l  d i s t u r b a n c e  t e r m  o n  t h e  
r i g h t  h a n d  s i d e  o f  E x .  H o w e v e r ,  s i n c e  t h i s  d i s t u r b a n c e  d i s a p p e a r s  o n c e  t h e  e q u i l i b r i u m  
s h i f t  i s  m a d e ,  i t  w i l l  s i m p l y  b e  i g n o r e d .  W i t h  r e f e r e n c e  t o  F i g  5 . 1 ,  t h e  c o n t r o l  o b j e c t i v e  
m i g h t  n o w  b e  s t a t e d  a s :  t o  s e l e c t  r ( . )  s o  a s  t o  e n s u r e  t h a t  t h e  c o n t r o l l e d  m o t i o n s  o f  E x  
c o n v e r g e  t o  a  p e r i o d i c  t r a j e c t o r y  w h i c h  i s  c o n t a i n e d  i n  a  n e i g h b o u r h o o d  o f  t h e  o r i g i n .  
T h e  r a t e  a t  w h i c h  t h e  c o n t r o l l e d  m o t i o n  o f  C, c o n v e r g e s  t o  t h i s  t r a j e c t o r y ,  s h o u l d  b e  
c l o s e  t o  t h e  r a t e  a t  w h i c h  n a t u r a l  m o t i o n  c o n v e r g e s  t o  o r i g i n .  F u r t h e r m o r e  t h e  a v e r a g e d  
k i n e t i c  e n e r g y  f o r  a  c o n t r o l l e d  p e r i o d i c  t r a j e c t o r y  s h o u l d  b e  s m a l l e r  t h a n  t h a t  o f  t h e  
u n i q u e ,  p e r t u r b e d  p e r i o d i c  t r a j e c t o r y .  
R e c a l l  t h a t  t h e  n a t u r a l  s t o r a g e  f u n c t i o n  a s s o c i a t e d  w i t h  C  i s  g i v e n  b y  
( i . e .  H ( x ,  z )  =  H, ( x )  +  H z  ( z )  s e e  5 4 . 1  f o r  d e t a i l s )  
I f  t h e  t r e m o r  b ( t )  i s  a  n o n t r i v i a l  T - p e r i o d i c  h n c t i o n  a n d  r ( t )  i s  a n  a d m i s s i b l e ,  
T  - p e r i o d i c  c o n t r o l ,  t h e  r e s u l t s  o f  5 D . 2  c a n  b e  u s e d  t o  s h o w  t h a t  C  h a s  a t  l e a s t  o n e  
T - p e r i o d i c  s o l u t i o n ,  s a y  ( ~ ( t ) , z ( t ) ) .  I t w a s  a l s o  s h o w n  i n  5 4 . 1 ,  t h a t  b ( [ O , T ] )  #  0  
1 2 2  
i m p l i e s  ? ( [ O , T ] )  #  0 ,  f o r  a l l  a d m i s s i b l e ,  T - p e r i o d i c  d a m p e r  c o n t r o l s  ( i . e .  s t a b i l i z a t i o n  o f  
t h e  o r i g i n  i s  i m p o s s i b l e ) .  A t  t h i s  p o i n t  i t  w i l l  b e  w o r t h w h i l e  t o  r e c a l l  s o m e  b a s i c  r e s u l t s  
f r o m  5 2  a n d  5 4 .  D u e  t o  t h e  p e r i o d i c i t y  o f  ( ? ( t ) ,  Z ( t ) )  ,  i t  f o l l o w s  t h a t  
H ( i ? ( t  +  T ) ,  Z ( t  +  T ) )  =  H ( Z ( t ) ,  . Z ( t ) )  f o r  a l l  t  2  0  ,  s o  t h a t  t h e  e n e r g y  b a l a n c e  e q u a t i o n  
( 4 . 1 . 1  1 )  b e c o m e s  ( n e e d  o n l y  c o n s i d e r  t h e  i n t e r v a l  [ 0 ,  T I  d u e  t o  p e r i o d i c i t y  )  
w h e r e  & ( t )  i s  t h e  r a t e  a t  w h i c h  e n e r g y  i s  d i s s i p a t e d  b y  t h e  p e r i o d i c  s o l u t i o n  o f  C ,  ,  s e e  
e q u a t i o n  ( 4 . 1 . 1 0 ) .  E q u a t i o n  ( 5 . 1 . 4 )  s i m p l y  i m p l i e s  t h a t  t h e  t o t a l i t y  o f  t h e  e n e r g y  
s u p p l i e d  t o  C  o v e r  a n  i n t e r v a l  o f  l e n g t h T ,  c a n  b e  p a r t i t i o n e d  i n t o  t h a t  d i s s i p a t e d  b y  t h e  
m o t i o n s  o f  C ,  a n d  t h a t  d i s s i p a t e d  b y  C, .  A p p l y i n g  Y o u n g ' s  i n e q u a l i t y  
a b  I  a 2 / 2 R  +  b 2  R / 2  t o  t h e  l e f t  h a n d  s i d e  o f  ( 5 . 1 . 4 )  a n d  u s i n g  t h e  f a c t  t h a t  Z 2  ( [ O ,  T I )  +  0 ,  
y i e l d s  
N o t e  t h a t  t h e  r i g h t  h a n d  s i d e  o f  ( 5 . 1 . 5 )  r e p r e s e n t s  t h e  a v e r a g e d  k i n e t i c  e n e r g y  o v e r  
[ 0 ,  T I .  N o w ,  u s i n g  t h e  i d e n t i t y  i l  =  %  a n d  a p p l y i n g  H o l d e r ' s  i n e q u a l i t y  ( s A . 1 )  t o  t h e  
r i g h t  h a n d  s i d e  o f  ( 5 . 1 . 5 )  g i v e s  
R e c a l l  t h a t  i T l i l  ( s ) l d s  i s  s i m p l y  t h e  a r c  l e n g t h  o f  t h e  c l o s e d  c u r v e  q ( [ O , T ] )  a n d  t h a t  
c l k 1  ( s ) l d s >  o s c , ? ,  ,  w h e r e  t h e  o s c i l l a t i o n  i s  g i v e n  b y  
o s c , ? ,  =  m a x  3  ( t )  -  m i n  T, ( t )  >  0 .  I t  f o l l o w s  t h a t  f o r  a  g i v e n  p e r i o d i c  d i s t u r b a n c e ,  i t  
t € [ O , T )  t a O , T )  
s h o u l d  a t  l e a s t  b e  p o s s i b l e  t o  r e d u c e  t h e  u p p e r  b o u n d  o n  t h e  a v e r a g e d  k i n e t i c  e n e r g y  f o r  
a  c o n t r o l l e d  T - p e r i o d i c  t r a j e c t o r y  a n d  t h e  o s c i l l a t i o n  o f  t h e  p e r i o d i c  m o t i o n  T , ,  b y  
e n s u r i n g  t h a t  C ,  e x h i b i t s  p o s i t i v e  d i s s i p a t i o n ,  i . e .  ~ ( [ o , T ) )  # 0 .  
T h e  t a s k  n o w  i s  t o  f i n d  a n  a d m i s s i b l e  d a m p e r  c o n t r o l ,  w h i c h  w i l l  g u a r a n t e e  t h a t  t h e  
c o n t r o l l e d  m o t i o n s  c o n v e r g e  t o  a  p e r i o d i c  t r a j e c t o r y ,  o n  w h i c h  C, e x h i b i t s  p o s i t i v e  
d i s s i p a t i o n  ( w i t h o u t  s l o w i n g  d o w n  t h e  i n i t i a l  t r a n s i e n t  r e s p o n s e  t o o  m u c h ) .  I f  c o m p l e t e  
k n o w l e d g e  o f  b ( t )  =  A s i n ( w t  +  9 )  i s  a s s u m e d ,  t h e n  o n e  w o u l d  b e  t e m p t e d  t o  s i m p l y  p u t  
r ( - )  =  A .  R e f e r r i n g  t o  F i g  5 . 2  ,  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  e f f e c t  o f  t h e  t r e m o r  i s  g r e a t l y  r e d u c e d ,  
h o w e v e r ,  t h e  e f f e c t  o n  t h e  t r a n s i e n t  m o t i o n  i s  f a r  f r o m  f a v o u r a b l e  ( c o m p a r e  F i g  5 . 1 ) .  
R e c a l l  t h a t  t h e  s t a t e  v a r i a b l e  x l ( t )  =  q ( t )  - q *  i s  n o t  m e a s u r a b l e ,  s i n c e  t h e  d e s i r e d  
e q u i l i b r i u m  q *  i s  u n k n o w n .  I t  f o l l o w s  t h a t  d e g r a d a t i o n  o f  t h e  c o n v e r g e n c e  r a t e  c a n n o t  
b e  a v o i d e d  b y  s i m p l y  s w i t c h i n g  o f f  t h e  d a m p e r  c o n t r o l  u n t i l  t h e  q ( t )  i s  i n  s o m e  p r e -  
s p e c i f i e d  n e i g h b o u r h o o d  o f  t h e  e q u i l i b r i u m .  I n  a d d i t i o n ,  a s  t r e m o r  m a y  d i s a p p e a r  a t  
s o m e  i n s t a n t  ( s e e  § 2 ) ,  t h e  d a m p e r  c o n t r o l  s h o u l d  a l s o  e n s u r e  t h a t  i f  a f t e r  s o m e  t i m e ,  t h e  
t r e m o r  v a n i s h e s ,  a l l  m o t i o n s  o f  C  c o n v e r g e  t o  t h e  o r i g i n .  F i g  5 . 3  c o m p a r e s  t h e  n a t u r a l  
a n d  c o n t r o l l e d  m o t i o n s  i n  t h e  a b s e n c e  o f  t r e m o r  a n d  w i t h  r ( . )  =  E  .  I n  t h i s  c a s e  i t  i s  o n l y  
p o s s i b l e  t o  c o n c l u d e  t h a t  a l l  m o t i o n s  o f  C  c o n v e r g e  t o  t h e  s e t  
M = { ( x , z )  '!@ x w  I x 2  = O . h K ( x l )  = - z , l z l s ~ } ,  w h e r e  h K ( x l ) = K r l  + h ( x , ) .  
I  
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T i m e  ( s )  
F i g  5 . 2  E x a m p l e  o f  p e r t u r b e d  a n d  c o n t r o l l e d  m o t i o n s  w i t h  r ( . )  =  A .  
-  C o n t m l t e d  
- - -  N a t u r a l  
- - a .  E q u l u b n u r n  
+  
.XI 1  I  
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T i m e  ( s )  
F i g  5 . 3  E x a m p l e  o f  n a t u r a l  m o t i o n  a n d  c o n t r o l l e d  m o t i o n s  
i n  t h e  a b s e n c e  o f  t r e m o r  a n d  w i t h  r ( . )  =  A .  
I n  o r d e r  t o  g a i n  s o m e  i n s i g h t  i n t o  p o s s i b l e  c o n t r o l  s t r a t e g i e s ,  w h i c h  m i g h t  o v e r c o m e  
t h e s e  p r o b l e m s ,  c o n s i d e r  r e p l a c i n g  C, i n  ( 5 . 1  . l )  w i t h  a  p a s s i v e ,  m e m o r y l e s s  v e l o c i t y  
f e e d b a c k ,  t o  o b t a i n  t h e  s y s t e m  
w h e r e  t h e  f e e d b a c k  f u n c t i o n  O ( y , ; t )  s a t i s f i e s  O ( y 2 ; t ) y 2  2  0  a n d  @ ( O ; t )  =  0  f o r  a l l  
Y 1  
t  2  0 .  T h e  d e r i v a t i v e  o f  t h e  s y s t e m s  e n e r g y  H y  ( y )  =  0 . 5 ( ~ :  +  K ~ : )  +  J o  h ( s ) d s  a l o n g  
t h e  t r a j e c t o r i e s  o f  C, i s  
H Y  ( Y )  =  - R Y ~  -  @ ( ~ 2  Y  f l y 2  +  b ( t ) ~ 2 .  
( 5 . 1 . 8 )  
T h e  s i m p l e s t  c h o i c e  o f  f e e d b a c k  i s  o b v i o u s l y  t h e  l i n e a r  v i s c o u s  f e e d b a c k  
O ( y , ;  t )  =  R ,  y ,  ,  f o r  s o m e  c o n s t a n t  R ,  >  0 .  L e t  y ( t )  b e  a  T - p e r i o d i c  t r a j e c t o r y  C ,  .  
I n s e r t i n g  @ ( y , ,  t )  =  R ,  y ,  i n t o  ( 5 . 1 . 8 ) ,  a p p l y i n g  Y o u n g ' s  i n e q u a l i t y  a n d  i n t e g r a t i n g  
y i e l d s  t h e  e s t i m a t e  
I t  f o l l o w s  t h a t  t h e  a v e r a g e d  k i n e t i c  e n e r g y  o f  t h e  T - p e r i o d i c  t r a j e c t o r y  J ( t ) ,  c a n  b e  
m a d e  a r b i t r a r i l y  s m a l l  b y  m a k i n g  R ,  s u i t a b l y  l a r g e .  H o w e v e r ,  f o r  a r b i t r a r y  m o t i o n s  o f  
C, ,  w h i c h  a r e  i n  t h e  p r o c e s s  o f  c o n v e r g i n g  t o  y ( t ) ,  m a k i n g  R ,  t o o  l a r g e  w i l l  l e a d  t o  a n  
u n a c c e p t a b l y  s l o w  r a t e  o f  c o n v e r g e n c e .  A s s u m e  f o r  t h e  m o m e n t  t h a t  f u l l  k n o w l e d g e  o f  
b ( t )  i s  a v a i l a b l e .  I d e a l l y  t h e  c o n t r o l l e d  d i s s i p a t i o n  r a t e  @ ( y , ; t ) y , ,  s h o u l d  o n l y  b e  u s e d  
t o  c o u n t e r a c t  t h e  i n s t a n t a n e o u s  s u p p l y  r a t e b ( t ) y ,  .  W h i l e  e x a c t  c a n c e l l a t i o n  o f  b ( t ) y ,  i s  
i m p o s s i b l e  u s i n g  c o n t i n u o u s  p a s s i v e  f e e d b a c k ,  i t  w o u l d  m a k e  s e n s e  t o  e n s u r e  t h a t  t h e  
i n s t a n t a n e o u s ,  c o n t r o l l e d  d i s s i p a t i o n  i s  b o u n d e d  b y  I b ( t ) l l y 2 1 ,  f o r  l a r g e  y ,  a t  l e a s t .  
I f  d i s c o n t i n u o u s  c o n t r o l  i s  p e r m i t t e d ,  t h e n  a  s u i t a b l e  c h o i c e  w o u l d  b e  t h e  c o n t r o l l a b l e  
f r i c t i o n  t y p e  f e e d b a c k  @ ( y , ; t )  =  I ~ ( ~ ) ~ S G N ( ~ , )  ,  w h e r e  S G N O  i s  t h e  s e t  v a l u e d  s i g n u m  
f u n c t i o n .  I n  8 2 . 3  i t  w a s  s h o w n  t h a t  i f  @ ( y , ; t )  =  l b ( t ) l s ~ ~ ( ~ , ) ,  t h e n  t h e  o r i g i n  i s  a  G A S  
e q u i l i b r i u m  f o r  C, .  F i g  5 . 4  c o m p a r e s  t h e  c o n t r o l l e d  m o t i o n s  o f  C, ,  c o r r e s p o n d i n g  t o  
t h e  l i n e a r  f e e d b a c k  @ ( y , ; t ) = R , y , ,  w i t h  R ,  = ] O R ,  a n d  t h e  d i s c o n t i n u o u s  
@ ( y 2 ; t )  =  I ~ ( ~ ) ~ S G N ( ~ , )  f e e d b a c k .  
- - -  b n e a r  F e e d b a c k  
V  
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T i m e  ( s )  
F i g  5 . 4  C o m p a r i s o n  o f  c o n t r o l l e d  m o t i o n s ,  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  l i n e a r  @ ( y 2 ; t )  =  R , y 2  
( R ,  =  I O R )  a n d  d i s c o n t i n u o u s  O ( y 2 ; t )  =  I ~ ( ~ ) I s G N ( ~ ~ )  ,  f e e d b a c k s .  
C o m p a r i n g  w i t h  F i g  5 . 1 ,  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  i n  b o t h  c a s e s  t h e  e f f e c t  o f  t h e  d i s t u r b a n c e  i s  
g r e a t l y  r e d u c e d .  H o w e v e r ,  t h e  m o t i o n  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  d i s c o n t i n u o u s  f e e d b a c k  
b e a r s  a  m u c h  c l o s e r  r e s e m b l a n c e  t o  t h e  n a t u r a l  m o t i o n ,  t h a n  d o e s  t h e  m o t i o n  
c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  l i n e a r  f e e d b a c k .  F i g  5 . 5  c o m p a r e s  t h e  t r e m o r  b ( t )  w i t h  t h e  v a l u e s  
o f  l i n e a r  a n d  d i s c o n t i n u o u s  f e e d b a c k s .  C o m p a r i n g  w i t h  F i g  5 . 4 ,  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  t h e  
s l o w  r a t e  o f  c o n v e r g e n c e ,  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  l i n e a r  f e e d b a c k ,  i s  a  d i r e c t  r e s u l t  o f  t h e  
f a c t  t h a t  t h e  f e e d b a c k  i t s e l f  i s  u n b o u n d e d  a s  a  f b n c t i o n  o f  y ,  .  I t  c a n  a l s o  b e  s e e n  t h a t  t h e  
d i s c o n t i n u o u s  f e e d b a c k  c o n v e r g e s  t o  b ( t ) ,  a s y , ( t ) + O ,  i n  t h e  s e n s e  t h a t ,  
l i m , , ,  I t t i T ( b ( s )  -  ~ ~ ( S ) ~ S G N ( ~ ~  ( s ) ) ) d s  =  0  .  T h e  d i s c o n t i n u o u s ,  f r i c t i o n  t y p e ,  f e e d b a c k  
w o u l d  c e r t a i n l y  a p p e a r  t o  m e e t  t h e  c o n t r o l  o b j e c t i v e s  ( a s s u m i n g  k n o w l e d g e  o f  b ( t )  ) .  
M o t i v a t e d  b y  t h e s e  r e s u l t s ,  c o n s i d e r  t h e  c o n t i n u o u s  f e e d b a c k  O ( y 2 ; t )  =  Q ( R , y 2 ; r ( t ) ) ,  
w h i c h  c o r r e s p o n d s  w i t h  a  l i n e a r  v i s c o u s  e l e m e n t  i s  s e r i e s  w i t h  a  c o n t r o l l a b l e  f r i c t i o n  
e l e m e n t  ( s e e  F i g  4 . 7 ( a )  i n  5 4 . 3 ) .  T h i s  c o n t r o l  c a n  b e  s e e n  a s  a  c o n t i n u o u s  a p p r o x i m a t i o n  
o f  t h e  d i s c o n t i n u o u s ,  f r i c t i o n  t y p e  f e e d b a c k .  S e t t i n g  r ( t )  =  a l b ( t ) l  w i t h  a  E  [ O , l ] ,  i t  
f o l l o w s  t h a t  t h e  c o n t r o l l e d  d i s s i p a t i o n  r a t e  w i l l  s a t i s f y  0  5  Q ( R c  y 2  ;  r ( t ) )  y 2  6  a l b ( t ) l l  y 2  1  
a s  r e q u i r e d .  S i n c e  Q ( R ,  y 2  ;  r ( t ) )  i s  c o n t i n u o u s  i n  y 2  ,  i t  i s  i m p o s s i b l e  t o  s t a b i l i z e  t h e  
o r i g i n  o f  C, w h e n  b ( t )  i s  a  n o n t r i v i a l  T - p e r i o d i c  t r e m o r  ( a s  i t  w a s  w i t h  t h e  
d i s c o n t i n u o u s  f e e d b a c k ) .  H o w e v e r ,  i t  w i l l  n o w  b e  s h o w n  t h a t  i t  i s  p o s s i b l e  t o  o b t a i n  a n  
e s t i m a t e  s i m i l a r  t o  ( 5 . 1 . 9 ) .  
. . . . . .  T r e m o r  
-  L i n e a r  F s e d b a c k  
1 5  
. . . . . .  T r e m o r  
g  1 0  
-  D i s c o n l i n u o u s  F e e d b a c k  
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T i m e  ( s )  
F i g  5 . 5  C o m p a r i s o n  o f  l i n e a r  @ ( y 2 ; t )  =  R c y 2  
a n d  d i s c o n t i n u o u s  @ ( y 2 ; t )  =  I ~ ( ~ ) ~ s G N ( ~ , )  ,  f e e d b a c k s  
R e c a l l  t h a t  t h e  o p e r a t o r  P ( R c  y ,  ;  r ( t ) )  ,  g i v e n  b y  P ( R ,  y ,  ;  r ( t ) )  =  R c  y ,  -  Q ( R c  y , ;  r ( t ) )  ,  
s a t i s f i e s  t h e  v a r i a t i o n a l  i n e q u a l i t y  ( P ( R ~ ~ , ;  r ( t ) ) ,  Q ( R ~ ~ , ;  r ( t ) )  -  q )  2  0 ,  ~ 1 ~ 1 2  r ( t )  .  
I n s e r t i n g  @ ( y , ;  t )  =  Q ( R c  y , ;  r ( t ) )  i n t o  ( 5 . 1 . 8 )  g i v e s  
w h e r e  t h e  f a c t  t h a t  a b ( t )  E  a l b ( t ) I [ - 1 , 1 ]  a n d  Y o u n g ' s  i n e q u a l i t y  h a v e  b e e n  e m p l o y e d .  
L e t  L ( t )  b e  a  T  - p e r i o d i c  s o l u t i o n  o f  C  ,  . I n t e g r a t i n g  ( 5 . 1 . 1 0 )  o v e r  [ 0 ,  T I  a n d  u s i n g  t h e  
f a c t  t h a t  H ,  ( J ( T ) )  =  H y  ( J ( 0 ) )  y i e l d s  t h e  e s t i m a t e  
I f  a  =  1  ,  t h e n  t h e  c o e f f i c i e n t  o n  t h e  l e f t  h a n d  s i d e  o f  ( 5 . 1 . 1  1 )  i s  1 / ( 2 ~ ~ , ) ,  i m p l y i n g  t h a t  
t h e  a v e r a g e  k i n e t i c  e n e r g y  c a n  b e  m a d e  a r b i t r a r i l y  s m a l l ,  b y  m a k i n g  R ,  s u i t a b l y  l a r g e .  
B a s e d  o n  i n e q u a l i t y  ( 5 . 1 . 1 1 )  a n d  t h e  f a c t  t h a t  t h e  c o n t r o l l e d  d i s s i p a t i o n  r a t e  i s  n o w  
b o u n d e d  b y a l b ( t ) l l y 2 1 ,  i t  s h o u l d  b e  p o s s i b l e  t o  p i c k  R c  a n d a  ,  s o  a s  t o  e n s u r e  t h a t  t h e  
c o n t r o l l e d  m o t i o n s  C, c o n v e r g e  t o  a  u n i q u e  T - p e r i o d i c  t r a j e c t o r y ,  w i t h  a  m i n i m a l  
d e g r a d a t i o n  o f  t h e  c o n v e r g e n c e  r a t e  ( a s  c o m p a r e d  w i t h  t h e  n a t u r a l  m o t i o n ) .  
F i g  5 . 6  c o m p a r e s  t h e  p e r t u r b e d  a n d  c o n t r o l l e d  m o t i o n s  o f  C,, c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  
p r o j e c t e d  f e e d b a c k  O ( y , ; t )  =  ~ ( R , ~ ~ ; a l b ( t ) l ) ,  w i t h  a  =  . 9  a n d  R ,  =  1 O R  .  C o m p a r i n g  
F i g  5 . 6  a n d  F i g  5 . 5  w i t h  F i g  5 . 4 ,  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  t h e  p r o j e c t e d  f e e d b a c k  a c h i e v e s  a  
l e v e l  o f  d i s t u r b a n c e  a t t e n u a t i o n  c l o s e  t o  t h a t  o f  t h e  L i n e a r  F e e d b a c k ,  b u t  w i t h  a  
c o n v e r g e n c e  r a t e  s i m i l a r  t o  t h e  d i s c o n t i n u o u s  f e e d b a c k .  F u r t h e r m o r e ,  i t  c a n  b e  s h o w n  
t h a t  i f  R ,  i s  s u i t a b l y  c h o s e n ,  t h e n  t h e  c o n t r o l l e d  m o t i o n s  o f  C, w i l l  c o n v e r g e  t o  a  
u n i q u e  T - p e r i o d i c  t r a j e c t o r y .  B a s e d  o n  t h e  a b o v e  d i s c u s s i o n ,  i t  w o u l d  s e e m  t h a t  t h e  
f e e d b a c k  c o n t r o l  O ( y 2 ; t )  = ~ ( R , ~ ~ ; a l b ( t ) l ) ,  i s c a p a b l e  o f  a c h i e v i n g  m o s t  o f  t h e  
o r i g i n a l  c o n t r o l  o b j e c t i v e s .  T h e  n e x t  q u e s t i o n  i s ,  d o e s  t h e r e  e x i s t s  a n  a d m i s s i b l e  c o n t r o l  
f o r  t h e  E P  m o d e l  w h i c h  w i l l  l e a d  t o  s i m i l a r  r e s u l t s ,  w h e n  t h e  m e m o r y l e s s  f e e d b a c k  i s  
o n c e  a g a i n  r e p l a c e d  b y  a  f e e d b a c k  i n t e r c o n n e c t i o n  w i t h  t h e  s y s t e m  C, .  
3  
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T i m e  ( s )  
F i g  5 . 6  C o m p a r i s o n  o f  p e r t u r b e d  a n d  c o n t r o l l e d  m o t i o n s  
o f  x ,  ,  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  f e e d b a c k  @ ( y 2 ; t )  =  Q ( R C y 2 ; a ( b ( t ) l ) ,  
w i t h  a  =  . 9 ,  R ,  =  1  OR .  
T o  t h a t  e n d ,  l e t  s ( t )  d e n o t e  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  E V P  m o d e l  i n t r o d u c e d  i n  $ 4 . 3  ( s e e  
F i g  4 . 8  i n  5 4 . 3 ) ,  
( G X ~  -  G s / R ,  -  i ,  s  -  p )  2  o  ' v ' l p l ~  r S ( t ) ,  
I s ( t ) l < :  r ,  ( t )  
' v ' t  2  0 .  
( 5 . 1 . 1 2 )  
w h e r e  r s ( t ) i s  a n  a d m i s s i b l e  d a m p e r  c o n t r o l .  I n  $ 4 . 3  i t  w a s  s h o w n  t h a t  I s ( t ) (  i s  a n  
a d m i s s i b l e  c o n t r o l  f o r  t h e  E P  m o d e l  a n d  t h a t  i f  r ( t )  = l s ( t ) l  i s  u s e d  i n  ( 5 . 1 . 1 ) ,  t h e n  
z ( t )  w i l l  c o n v e r g e  t o  s ( t )  i n  f i n i t e  t i m e .  S e t t i n g  r ( t )  =  ( s ( t ) l  i n  ( 5 . 1 .  I ) ,  t h e  p r o p e r t y  o f  
f i n i t e  t i m e  c o n v e r g e n c e  m e a n s  t h a t  f o r  t h e  p u r p o s e s  o f  a n a l y s i s ,  i t  w i l l  b e  s u f f i c i e n t  t o  
c o n s i d e r  t h e  m o d i f i e d  s y s t e m  
w i t h  r s  ( t )  =  a ( b ( t ) l  a c t i n g  a s  t h e  d a m p e r  c o n t r o l .  T h e  s u b s c r i p t  D  i s  u s e d  t o  e m p h a s i s e  
t h e  f a c t  t h a t  a  d i s s i p a t i o n  s h a p i n g  c o n t r o l  i s  b e i n g  u s e d .  N o t e  t h a t  t h e  r a t e  a t  w h i c h  
e n e r g y  i s  d i s s i p a t e d  b y  C z  i s  n o w  g i v e n  b y  
x 2 z  -  H z  ( r s  ( t ) ) ,  lf H z  ( z )  =  H z  ( r s  ( t ) )  a n d  ( x 2  -  z / R c  ,  z ) >  H  r ,  
@ ( t )  =  
o t h e r w i s e ,  
Z (  ( t ) ) y ( 5 . 1 . 1 4 )  
s o  t h a t  e v e n  i f  r s  ( t )  =  a l b ( t ) l ,  t h e  d i s s i p a t i o n  r a t e  n e e d  n o t  b e  u p p e r  b o u n d  b y  a l b ( t ) ) l x 2  1  .  
H o w e v e r ,  t h e  r a t e  a t  w h i c h  e n e r g y  i s  t r a n s f e r r e d  b e t w e e n  C, a n d  C z  i s  
z x 2  5  r s ( t ) l x 2 1  =  a l b ( t ) l l x 2 1 .  T h e  r e s u l t s  o b t a i n e d  i n  5 4 . 3  a n d  8 D . 2  w i l l  n o w  b e  u s e d  t o  
o b t a i n  a n  e s t i m a t e  s i m i l a r  t o  ( 5 . 1 . 1 1 )  f o r  t h e  s y s t e m C , .  I n  5 D . 2  i t  i s  s h o w n  t h a t  i f  
L  <  R ~  ( a s s u m e d  i n  w h a t  f o l l o w s ) ,  t h e n  p i c k i n g  R ,  I 8 K / a R  w h e r e  
a  =  m i n i 8  E  ( 0 , l )  1  Q ( 2  -  B ) R ~  > L } ,  i s  s u f f i c i e n t  t o  e n s u r e  t h a t  C, h a s  a  u n i q u e ,  G E S  
T - p e r i o d i c  t r a j e c t o r y  ( Z ( t ) ,  Z ( t ) )  .  F u r t h e r m o r e  s i n c e  Ilbll, 5  2  a n d  lIr,II, I  2  ,  t h i s  
s o l u t i o n  s a t i s f i e s  I I x ~ ~ ~  5  y 2  f o r  s o m e  c o n s t a n t  y  >  0 ,  w h i c h  i s  i n d e p e n d e n t  o f G  a n d  R ,  .  
S u b s t i t u t i n g  ~ I z I I ,  5  y z  i n t o  ( 5 . 1 . 1 3 )  g i v e s  1141, 5  ( 2  +  y R  y  +  K y  +  L  y ) Z  =  K, ,  i m p l y i n g  
t h a t  t h e  L i p s c h i t z  c o n s t a n t  K, i s  a l s o  i n d e p e n d e n t  o f  G  a n d  R , .  D e f i n e  t h e  e r r o r  
v a r i a b l e  p ( t )  =  Z ( t )  -  Q ( R c Z 2  ( t ) ;  r ,  ( t ) )  a n d  s u b s t i t u t i n g  i t  i n t o  ( 5 . 1 . 1 3 )  g i v e s  
x 1  =  x 2  
( 5 . 1 . 1 5 )  
x 2  =  - f i l  -  R x 2  -  h ( x l )  -  Q ( R c x 2  ;  r s  ( t ) )  -  p ( t )  +  b ( t ) .  
I t  w a s  s h o w n  i n  5 4 . 3  t h a t  t h e  T - p e r i o d i c  h n c t i o n  p ( t )  s a t i s f i e s  t h e  b o u n d  
l l p l l ,  5  ( ~ : r ,  +  R , K , ) / G  ( s e e  i n e q u a l i t y  ( 4 . 3 . 3 3 ) ) ,  w h e r e  K ,  i s  a  L i p s c h i t z  c o n s t a n t  f o r  
t h e  c o n t r o l  r s  ( t )  .  U s i n g  a n  a r g u m e n t  i d e n t i c a l  t o  t h a t  u s e d  t o  o b t a i n  ( 5 . 1 . 1  l ) ,  y i e l d s  t h e  
e s t i m a t e  
w h i c h  a p p r o a c h e s  ( 5 . 1 . 1  1 )  a s  R: / G  4  0  ( w i t h  7 ,  r e p l a c e d  b y  G )  .  I t  f o l l o w s  t h a t  t h e  
l e v e l  o f  d i s t u r b a n c e  a t t e n u a t i o n  o b t a i n a b l e  t h r o u g h  f e e d b a c k  i n t e r c o n n e c t i o n  w i t h  t h e  
E V P  m o d e l  ( 5 . 1 . 1 2 )  ( w i t h  r ,  ( t )  =  a l b ( t ) l )  a p p r o a c h e s  t h a t  o f  t h e  m e m o r y l e s s  f e e d b a c k  
Q ( R C x 2 ; a l b ( t ) l )  a s  R: / G  - +  0 .  N o t e  t h a t  R ,  5  8 K / a R  w i t h  
a  =  m i n k  s  ( 0 , l )  1  8 ( 2  -  8 ) R 2  >  L }  i s  a l s o  a  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n  f o r  
( w i t h  
O ( y 2 ;  t )  =  Q ( R c y 2 ;  r ,  ( t ) )  ) ,  t o  h a v e  a  G E S  T - p e r i o d i c  t r a j e c t o r y  y ( t )  .  F u r t h e r m o r e  i n  
4 4 . 3  i t  w a s  s h o w n  t h a t  t h e  d i s t a n c e  b e t w e e n  T - p e r i o d i c  t r a j e c t o r i e s T ( t )  a n d  ? ( t )  o f  
E D  a n d  C y  r e s p e c t i v e l y ,  s a t i s f y  t h e  e s t i m a t e  ( s e e  a r g u m e n t s  p r e c e d i n g  i n e q u a l i t y  
( 4 . 3 . 3 9 )  f o r  d e t a i l s )  
f o r  s o m e  p o s i t i v e  q  >  0 ,  w h i c h  i s  i n d e p e n d e n t  o f  G  a n d  R ,  .  I n e q u a l i t y  ( 5 . 1 . 1 7 )  i m p l i e s  
t h a t  f o r  a  g i v e n  v a l u e  o f  R , ,  t h e  c o n t r o l l e d  p e r i o d i c  t r a j e c t o r y  o f  E D  i s  c o n t a i n e d  i n  a  
c y l i n d e r  s u r r o u n d i n g  t h e  p e r i o d i c  h n c t i o n  ( $ ( t ) ,  Q ( R , ~ ,  ( t ) ;  r ,  ( t ) ) )  ,  t h e  r a d i u s  o f  w h i c h  
c a n  b e  m a d e  a r b i t r a r i l y  s m a l l  f o r  s u i t a b l y  l a r g e  v a l u e s  o f  G  .  
F i g  5 . 7  a n d  F i g  5 . 8  c o m p a r e  t h e  c o n t r o l l e d  m o t i o n s  o f  C y  w i t h  
( O ( y 2 ;  t )  =  Q ( R c y 2 ;  r, ( t ) )  )  a n d  C ,  ,  u s i n g  t h e  c o n t r o l  r ,  ( t )  =  a l b ( t ) l  i n  b o t h  c a s e s .  I t  
c a n  b e  s e e n  t h a t  f o r  s m a l l  E  =  R , / G ,  t h e  m o t i o n s  a r e  a l m o s t  i n d i s t i n g u i s h a b l e .  A  q u i c k  
g l a n c e  o v e r  t h e  p r e v i o u s  d e v e l o p m e n t s ,  s t a r t i n g  a t  ( 5 . 1  . l o ) ,  r e v e a l s  t h a t  a l l  o f  t h e  
a r g u m e n t s  r e m a i n  v a l i d  i f  t h e  d y n a m i c  c o n t r o l  r , ( t )  =  a l b ( t ) l  i s  r e p l a c e d  b y  t h e  s t a t i c  
c o n t r o l  r , ( t )  =  a A  ( r e c a l l  b ( t )  =  A s i n ( a t  +  q )  ) .  F i g  5 . 9  c o m p a r e s  t h e  c o n t r o l l e d  m o t i o n s  
o f  E D  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  d y n a m i c  c o n t r o l  r s ( t )  =  . 9 ( b ( t ) l  a n d  t h e  s t a t i c  c o n t r o l  
r s  ( t )  =  0 . 8 A  ( s i n c e  a v g s T 1  l b l <  A ) .  F i g  5 . 1 0  c o m p a r e s  a  p o r t i o n  o f  t h e  c o r r e s p o n d i n g  
m o t i o n s  o f C , .  I t  c a n  b e  s e e n  t h a t  t h e  s t a t i c  c o n t r o l  a c h i e v e s  a  l e v e l  o f  p e r f o r m a n c e  
c o m p a r a b l e  w i t h  t h e  d y n a m i c  c o n t r o l  ( e v e n  i f  t h e  s t e a d y  s t a t e  p e r i o d i c  t r a j e c t o r y  o f  
2 ,  i s  a  b i t  m o r e  c o m p l e x ) .  
T i m e  ( s )  
F i g  5 . 7  C o m p a r i s o n  o f  c o n t r o l l e d  m o t i o n s  o f  x  w i t h  f e e d b a c k  @ ( y 2 ; t )  =  Q ( R c y 2 ; r s ( t ) ) ,  a n d  o f  
E D  w i t h  c o n t r o l  r s ( t )  =  a l b ( t ) l .  I n  b o t h  c a s e s  
=  . 9 ,  R c  =  1 0 R  a n d  F  =  R c  / G  =  0 . 1 .  
T i m e  ( s )  
F i g  5 . 8  C o m p a r i s o n  o f  c o n t r o l l e d  m o t i o n s  o f  
w i t h  f e e d b a c k  @ ( y 2  ; t )  =  Q ( R c y 2 ;  r s  ( t ) )  ,  a n d  o f  
Z D  w i t h  c o n t r o l  r s ( t )  =  a l b ( t ) l  .  I n  b o t h  c a s e s  a  =  . 9 ,  R ,  =  1 0 R  a n d  E  =  R , / G  =  0 . 0 1 .  
S o  w h y  b o t h e r  w i t h  t h e  m o r e  c o m p l e x  d y n a m i c  c o n t r o l  ?  O n e  r e a s o n  i s  t h e  
i n s t a n t a n e o u s  u p p e r  b o u n d  o n  t h e  r a t e  o f  e n e r g y  t r a n s f e r  b e t w e e n  x ,  a n d  C, ,  i s  m o r e  
c o n s e r v a t i v e  f o r  t h e  s t a t i c  c o n t r o l  ( z x ,  5  a l x , l ~  f o r  s t a t i c  a s  o p p o s e d  t o  z x ,  <  a l x 2 1 1 b ( t ) l  
f o r  t h e  d y n a m i c  c o n t r o l ) ,  i m p l y i n g  t h a t  u s e  o f  t h e  s t a t i c  c o n t r o l  m a y  r e s u l t  i n  a  s l o w e r  
c o n v e r g e n c e  r a t e .  
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T i m e  ( s )  
F i g  5 . 9  C o n t r o l l e d  m o t i o n s  o f  C D  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  d y n a m i c  c o n t r o l  
r s  ( t )  =  . 9 1 b ( t ) l  a n d  t h e  s t a t i c  c o n t r o l  r s ( t )  =  0 . 8 A .  
5 . 4  5 . 5  5 . 6  5.7 5 . 6  5 . 9  6  
T i m e  ( s )  
F i g  5 . 1 0  C o m p a r i s o n  o f  t h e  t r a j e c t o r i e s  o f  t h e  E V P  m o d e l  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  d y n a m i c  c o n t r o l  
r , ( t )  =  . 9 l b ( t ) l  a n d  t h e  s t a t i c  c o n t r o l  r s ( t )  =  0 . 8 A .  
N o w ,  i n  a l l  o f  t h e  d e v e l o p m e n t s  s o  f a r  i t  h a s  b e e n  a s s u m e d  t h a t  c o m p l e t e  k n o w l e d g e  o f  
t h e  t r e m o r  b ( t )  =  A s i n ( w t  +  9 )  w a s  a v a i l a b l e .  I n  r e a l i t y ,  t h i s  w i l l  h a r d l y  b e  t h e  c a s e .  
I n d e e d ,  t h e  p a r a m e t e r s  A ,  w  a n d  y ,  ,  c h a r a c t e r i z i n g  b ( t )  w i l l  p r o b a b l y  b e  t i m e  v a r y i n g  
( s e e  $ 1 . 1 )  .  C o n s i d e r  f i r s t  t h e  c a s e  w h e r e  o n l y  a  r o u g h  e s t i m a t e ,  2 ,  o f  t h e  a m p l i t u d e  i s  
a v a i l a b l e .  I f  i <  A ,  t h e  s t e a d y  s t a t e  a t t e n u a t i o n  o f  t h e  t r e m o r  w i l l  b e  d e g r a d e d ,  
h o w e v e r ,  t h e r e  w i l l  a l s o  b e  l e s s  o f  a n  e f f e c t  o n  t h e  t r a n s i e n t  m o t i o n .  A s  a  r e s u l t ,  t h e  
c o n t r o l l e d  m o t i o n  s h o u l d  s t i l l  b e  a n  i m p r o v e m e n t  o n  t h e  p e r t u r b e d  m o t i o n .  1 f d  >  A ,  
t h e n  a l t h o u g h  t h e r e  m a y  b e  s o m e  a d d i t i o n a l  a t t e n u a t i o n  o f  t h e  t r e m o r  w h e n  t h e  s y s t e m  
i s  i n  s t e a d y  s t a t e  ( c o n v e r g e d  t o  p e r i o d i c  t r a j e c t o r y ) ,  t h e  t r a n s i e n t  m o t i o n  m a y  b e  g r e a t l y  
s l o w e d  d o w n .  
O v e r  E s t i m a t i o n  
. . . . . .  N a t u r a l  
i  
1  2  3  4  5  6  
N o  T r e m o r  
0  1  2  3  4  5  6  
T i m e  ( s )  
F i g  5 . 1 1 C o m p a r i s o n  o f  n a t u r a l  a n d  c o n t r o l l e d  m o t i o n s  o f  E D  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  c o n t r o l ' s  
A  A  
a n d  r s ( t )  =  0 . 8 A ,  f o r  t h e  c a s e s  i n  w h i c h  A  >  A  a n d  b ( t )  E  0 .  
F i g  5 . 1  1  c o m p a r e s  t h e  n a t u r a l  m o t i o n  C x  w i t h  o f  c o n t r o l l e d  m o t i o n s  o f  C x  ( o n l y  
x ,  s h o w n )  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  d y n a m i c  c o n t r o l  r s ( t )  =  . 9 l b ^ ( t ) l =  0 . 9 2 l s i n ( w t  +  
a n d  
t h e  s t a t i c  c o n t r o l  r s ( t )  =  0 . 8 2 .  I n  t h e  f i r s t  c a s e  t h e  e s t i m a t e  i s  g i v e n  b y  d  =  1 . 5 A  a n d  i n  
t h e  s e c o n d  c a s e ,  t h e  s a m e  v a l u e  o f  2  i s  u s e d  b u t  t h e r e  i s  n o  t r e m o r  ( i . e .  b ( - )  =  0 ) .  T h e  
i m p o r t a n c e  o f  a  g o o d  e s t i m a t e  o f  A  i s  c l e a r l y  e v i d e n t .  F u r t h e r m o r e ,  i f  a t  s o m e  i n s t a n t ,  
t h e  t r e m o r  s h o u l d  v a n i s h ,  t h e  d a m p e r  c o n t r o l  s h o u l d  t h e n  t e n d  t o  z e r o  r a p i d l y .  I f  t h i s  
c o u l d  b e  a c h i e v e d ,  t h e n  t h e  c o n t r o l l e d  m o t i o n  w o u l d  c o n v e r g e  t o  t h e  n a t u r a l  m o t i o n .  
B e f o r e  m o v i n g  o n ,  t h e  n o t i o n  o f  a  l i m i t  t r a j e c t o r y  w i l l  b e  i n t r o d u c e d .  L e t  
b ( t )  =  A s i n ( w t  +  p )  ,  w i t h  A  E  [ 0 ,  11 a n d  l e t  r s  ( t )  b e  a n  a d m i s s i b l e  b u t  o t h e r w i s e  
a r b i t r a r y  c o n t r o l  s u c h  t h a t  ( I r s ( l m  =  F  2  2  .  L e t  x u  ( t )  =  ( x ( t ) ,  r ( t ) )  a n d  i a  ( t )  =  ( i ( t ) ,  i ( t ) )  
b e  t w o  c o n t r o l l e d  m o t i o n s  o f  E D ,  w i t h  a r b i t r a r y  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  
x u  ( 0 )  E  ! R 2  x  [ - r ( O ) ,  r ( 0 ) l  a n d  i u  ( 0 )  E  ! R 2  x  [ - r  ( 0 ) ,  r ( 0 ) ]  r e s p e c t i v e l y .  S e t  
a  =  m i n i 0  E  ( 0 , l )  1  8 ( 2  -  B ) R ~  > L }  a n d  a s s u m i n g  t h a t  R c  r  8 K / a R ,  t h e n  i n e q u a l i t y  
( D . 2 . 2 7 )  i m p l i e s  t h a t  t h e r e  e x i s t s  t w o  c o n s t a n t s  A , c  >  0  s u c h  t h a t  
I x u  ( t )  -  %  ( I ) /  <  R ~ X ,  ( 0 )  -  %  ( 0 ) l e - " .  
( 5 . 1 . 1 8 )  
S i n c e  x, ( t )  a n d  ( t )  a r e  a r b i t r a r y  c o n t r o l l e d  m o t i o n s  o f  E D  ,  i n e q u a l i t y  ( 5 . 1 . 1 8 )  i m p l i e s  
t h a t  a l l  c o n t r o l l e d  m o t i o n s  o f  C D  a r e  G E S .  C o m b i n i n g  t h i s  w i t h  t h e  f a c t  t h a t  a l l  
m o t i o n s  o f  C, s a t i s f y  t h e  e s t i m a t e  ( 5 . 1 . 2 ) ,  i t  i s  p o s s i b l e  t o  i n f e r  t h e  e x i s t e n c e  o f  a  
c o n t r o l l e d  l i m i t ,  o r  " s t e a d y  s t a t e "  t r a j e c t o r y ,  q ( t )  =  ( T ( t ) , . T ( t ) ) ,  o f  C D  , w h i c h  i s  G E S  
a n d  s a t i s f i e s  ( T ( t ) l  I  $  f o r  a l l  t  2  0  .  N o t e  t h a t  i f  r ,  ( t )  i s  T - p e r i o d i c  ( T  =  2 x / w  ) ,  t h e n  
t h e  l i m i t  t r a j e c t o r y  c o r r e s p o n d s  w i t h  t h e  u n i q u e  G E S  T - p e r i o d i c  t r a j e c t o r y  o f  C D  .  
F i g  5 . 1 2  C o m p a r i s o n s  o f  t h e  p h a s e  p o r t r a i t s  o f  t h e  l i m i t  t r a j e c t o r i e s  o f  
x ,  u n d e r  v a r i o u s  c o n d i t i o n s .  ( a )  p e r t u r b e d  a n d  c o n t r o l l e d  t r a j e c t o r i e s  
w i t h  c o r r e c t  e s t i m a t e s  o f  a n d  q  .  ( b )  p e r t u r b e d  a n d  c o n t r o l l e d  t r a j e c t o r i e s  
w i t h  a  p h a s e  e r r o r  o f  x / 2 .  ( c )  a n d  ( d )  c o m p a r e  t h e  p e r t u r b e d  a n d  c o n t r o l l e d  
t r a j e c t o r i e s  6  =  1 . 0 5 ~  a n d  6  =  0 . 8 ~  r e s p e c t i v e l y .  
W h i l e  e r r o r s  i n  e s t i m a t e s  o f  t h e  p a r a m e t e r s  w  a n d  q  w i l l  n o t  e f f e c t  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  
t h e  s t a t i c  d a m p e r  c o n t r o l ,  t h e y  w i l l  h a v e  a  l a r g e  e f f e c t  o n  t h e  c o n t r o l l e d  m o t i o n s  o f  Z D ,  
w h e n  u s i n g  t h e  d y n a m i c  d a m p e r  c o n t r o l .  I t  w a s  f o u n d  t h a t  e r r o r s  i n  w  a n d  p  h a v e  l i t t l e  
e f f e c t  o n  t h e  t r a n s i e n t  p o r t i o n s  o f  t h e  c o n t r o l l e d  m o t i o n s  ( a s  o n e  m i g h t  e x p e c t ) .  
A s  a  r e s u l t  t h e  f o l l o w i n g  e x a m p l e s  c o n s i d e r  o n l y  t h e  c o n t r o l l e d  l i m i t  t r a j e c t o r i e s  o f  
E D ,  w i t h  q *  =  0  a n d  t h e  d y n a m i c  c o n t r o l  r ,  ( t )  =  0 . 9 ~ l s i n ( &  +  $11 .  F i g  5 . 1 2  c o m p a r e s  
t h e  p h a s e  p o r t r a i t s  o f  t h e  l i m i t  t r a j e c t o r i e s  o f  C, u n d e r  v a r i o u s  c o n d i t i o n s .  F i g  5 . 1 2  
c o m p a r e s  t h e  p h a s e  p o r t r a i t  p e r t u r b e d  t r a j e c t o r y  w i t h  t h a t  o f  t h e  c o n t r o l l e d  t r a j e c t o r y  
a s s u m i n g  e x a c t  k n o w l e d g e  o f  w  a n d  q  .  F i g  5 . 1 2 ( b )  c o m p a r e s  t h e  p h a s e  p o r t r a i t  
p e r t u r b e d  t r a j e c t o r y  w i t h  t h a t  o f  t h e  c o n t r o l l e d  t r a j e c t o r y  c o r r e s p o n d i n g  t o  a  p h a s e  e r r o r  
o f  n / 2  .  F i n a l l y ,  F i g  5 . 1 2 ( c )  a n d  ( d )  c o m p a r e  t h e  p h a s e  p o r t r a i t  p e r t u r b e d  t r a j e c t o r y  w i t h  
t h a t  o f  t h e  c o n t r o l l e d  t r a j e c t o r y  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  c a s e  w h e r e  h  = 1 . 0 5 w  a n d  
h  =  0 . 8 ~  r e s p e c t i v e l y .  F i g  5 . 1 3  a n d  F i g  5  . l 4 E r r o r !  R e f e r e n c e  s o u r c e  n o t  f o u n d .  
s h o w  p o r t i o n s  o f  t h e  l i m i t  t r a j e c t o r i e s  o f  C z  a n d  t h e  a c c e l e r a t i o n  G 2  ( t )  c o r r e s p o n d i n g  
t o  e a c h  o f  t h e  c a s e s  d e s c r i b e d  a b o v e .  
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T i m e  ( s )  
F i g  5 . 1 3  P o r t i o n s  o f  t h e  t r a j e c t o r i e s  o f  x z  ( a )  c o r r e c t  e s t i m a t e s  o f  U  a n d  p ,  
( b )  p h a s e  e r r o r  o f  7 ~ 1 2 .  ( c )  h  =  1  . 0 5 ~  ,  ( d )  h  =  0 . 8 ~  .  
N o t e  t h a t  i n  t h e  c a s e  w h e r e  t h e r e  i s  a n  e r r o r  i n  t h e  p h a s e  b u t  t h e  f r e q u e n c y  i s  c o r r e c t ,  t h e  
l i m i t  t r a j e c t o r y  o f  C  w i l l  s t i l l  b e  T - p e r i o d i c  ( T  =  2 n l ~  ) .  O n  t h e  o t h e r  h a n d ,  i f  t h e r e  i s  
a n  e r r o r  i n  t h e  f r e q u e n c y ,  t h e n  r , ( t )  n e e d  n o t  b e  T - p e r i o d i c  ( d e p e n d s  o n  t h e  e r r o r )  s o  
t h a t  p e r i o d i c y  o f  t h e  c o r r e s p o n d i n g  l i m i t  t r a j e c t o r y  c a n n o t  b e  a s s u m e d .  P r e l i m i n a r y  
i n v e s t i g a t i o n s  w o u l d  s u g g e s t  t h a t  w h e n  b ( t )  a n d  r ,  ( t )  a r e  p e r i o d i c ,  b u t  w i t h  d i f f e r e n t  
p e r i o d s ,  i t  s h o u l d  b e  p o s s i b l e  t o  p r o v e  t h a t  t h e  c o r r e s p o n d i n g  l i m i t  t r a j e c t o r i e s  a r e  
a l m o s t  p e r i o d i c  ( o r  a t  l e a s t  r e c u r r e n t ) .  F u r t h e r  d i s c u s s i o n s  o n  t h i s  p o i n t  w i l l  b e  g i v e n  i n  
t h e  d i s c u s s i o n s  c h a p t e r  o f  t h e  t h e s i s  ( 8 6 . 2 ) .  
- 2 0 0   
0  0 . 5  1  1 . 5  2  2 . 5  3  3 , 5  4  
T i m e  ( s )  
F i g  5 . 1 4  P o r t i o n s  o f  t h e  a c c e l e r a t i o n  x , ( t ) .  ( a )  P e r t u r b e d  ( d a s h )  a n d  c o n t r o l l e d  w i t h  
c o r r e c t  e s t i m a t e s  o f  ~ 3  a n d  p ,  ( b )  p h a s e  e r r o r  o f  ~ / 2  , ( c )  c j  =  1 . 0 5 0  ,  ( d )  c j  =  0 . 8 0 .  
F r o m  e x a m i n a t i o n  o f  F i g  5 . 1 2  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  e v e n  w i t h  e r r o r s  i n  t h e  f r e q u e n c y  a n d  
p h a s e ,  t h e  c o n t r o l l e d  t r a j e c t o r i e s  o f  C, a r e  c o n t a i n e d  i n  a  s m a l l e r  n e i g h b o u r h o o d  o f  t h e  
o r i g i n  t h a n  t h e  p e r t u r b e d  t r a j e c t o r y .  T h a t  s a i d ,  e x a m i n a t i o n  o f  t h e  c o r r e s p o n d i n g  
a c c e l e r a t i o n s  s h o w s  t h a t  t h e  c o n t r o l l e d  t r a j e c t o r i e s ,  w i t h o u t  e x a c t  k n o w l e d g e  o f  w  a n d  
9 ,  a r e  f a r  m o r e  c o m p l e x  t h a n  t h e  p e r t u r b e d  t r a j e c t o r y .  I n  t h i s  c a s e ,  a  p e r s o n  w i t h  t r e m o r  
m a y  f i n d  t h a t  t h e  c o n t r o l l e d  m o t i o n s  a r e  l e s s  u s e f u l  t h a n  t h e  p e r t u r b e d .  I m a g i n e  t r y i n g  
t o  h o l d  a  g l a s s  o f  w a t e r  w h i l e  y o u r  h a n d  i s  s u b j e c t e d  t o  e a c h  o f  t h e  a c c e l e r a t i o n  p r o f i l e s  
o f  F i g  5 . 1 4 .  T h e s e  e x a m p l e s  s h o u l d  b e  e n o u g h  t o  c o n v i n c e  t h e  r e a d e r  t h a t  i f  t h e  
d y n a m i c  c o n t r o l l e r  i s  t o  b e  u s e d ,  t h e n  t h e  a b i l i t y  t o  o b t a i n e d  a c c u r a t e  e s t i m a t e s  o f  w  
a n d  p  i s  v i t a l .  
T o  r e c a p ,  i t  h a s  b e e n  s h o w n  b y  f i r s t  a p p l y i n g  a  f e e d f o r w a r d  m o d e l  o f  t h e  f o r m  ( 5 . 1 . 1 2 )  
a n d  t h e n  u s i n g  t h e  d y n a m i c  c o n t r o l  r , ( t )  =  a l b ( t ) l ,  t h e  e f f e c t  o f  t r e m o r  o n  t h e  m o t i o n s  o f  
C ,  c a n  b e  s i g n i f i c a n t l y  a t t e n u a t e d ,  w h i l e  r e m a i n i n g  i n  a  n e i g h b o u r h o o d  o f  t h e  n a t u r a l  
m o t i o n .  H o w e v e r ,  t h e s e  r e s u l t s  r e l y  c r u c i a l l y  o n  t h e  a b i l i t y  t o  o b t a i n  a n  a c c u r a t e  
e s t i m a t e  o f  t h e  t r e m o r ,  b ( t )  .  L e t  ( ? ( t ) ,  Z ( t ) )  =  ( ~ ( t ;  
( 0 ) ,  r s  ( . ) ,  b ( . ) ) ,  Z ( t ;  ( 0 ) ,  r s  ( . ) ,  b ( - ) ) )  
b e  t h e  G E S  T - p e r i o d i c  s o l u t i o n  o f  C, c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  T - p e r i o d i c  i n p u t  b ( t )  a n d  
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c o n t r o l  r ,  ( t )  =  a l b ( t ) l .  S u p p o s e  t h a t  i a  ( t )  =  ( i ( t ) ,  i ( t ) )  i s  a n  a r b i t r a r y  s o l u t i o n  o f  C, 
c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  T - p e r i o d i c  i n p u t  b ( t )  a n d  e s t i m a t e d  c o n t r o l  F s  ( t )  =  a l i ( t ) I ,  t h a t  i s  
( ; ( t ) ,  i ( t ) )  =  ( i ( t ;  i a  ( 0 ) ,  FS ( . ) ,  b ( . ) ) ,  i ( t ;  %  ( O ) ,  Fs ( e ) ,  b ( . ) ) ) .  I t  i s  s h o w n  i n  5 D . 2  t h a t  i f  R ,  
s a t i s f i e s  t h e  u s u a l  a s s u m p t i o n s ,  t h e n  t h e  d i s t a n c e  b e t w e e n  t h e s e  t w o  s o l u t i o n s  s a t i s f y  t h e  
e s t i m a t e  ( s e e  i n e q u a l i t y  ( D . 2 . 4 0 ) )  
f o r  s o m e  c o n s t a n t s  y ,  p  >  0  .  I t  f o l l o w s  f r o m  L e m m a . 5  i n  5 B . 2  t h a t  i f  i t  w e r e  p o s s i b l e  t o  
o b t a i n  a n  e s t i m a t e  o f  b ( t )  s u c h  t h a t  l i m , , ,  i ( t  +  n T )  =  b ( t )  ,  t h e n  i ( t )  w i l l  c o n v e r g e  
t o  t h e  p e r i o d i c  t r a j e c t o r y  F ( t )  ,  f o r  w h i c h  t h e  e s t i m a t e  ( 5 . 1 . 1 6 )  h o l d s .  T h i s  i s  u s e f u l  
r e s u l t  a n d  j u s t i f i e s  t h e  s e a r c h  f o r  s u i t a b l e  o n l i n e  e s t i m a t i o n  s c h e m e s .  S o m e  f u r t h e r  
d i s c u s s i o n  i s  g i v e n  i n  5 6 . 2 .  
5 . 2  S u m m a r v  
T h e  c o n t r o l  o b j e c t i v e  w a s  s t a t e d  i n  C h a p t e r  2  a s  f o l l o w s  :  D e v i s e  a  c o n t r o l  s t r a t e g y  f o r  
a n  E R  d a m p e r  w h i c h  w i l l  r e d u c e  t h e  o s c i l l a t i o n s  c a u s e d  b y  t h e  t r e m o r ,  w i t h o u t  
a d v e r s e l y  a f f e c t i n g  t h e  i n t e n t i o n a l  m o t i o n .  I n  t h i s  c h a p t e r  t h e  f e a s i b i l i t y  o f  a c h i e v i n g  
t h i s  o b j e c t i v e ,  f o r  p e r i o d i c  t r e m o r ,  w a s  i n v e s t i g a t e d  u s i n g  r e s u l t s  f r o m  t h e  a n a l y s i s  i n  
C h a p t e r  4  a n d  A p p e n d i x  D .  I n  o r d e r  t o  s i m p l i f y  t h e  d i s c u s s i o n s ,  w h e n  t h e  E P  m o d e l  i s  
r e m o v e d  a n d  t h e  t r e m o r  i s  z e r o ,  t h e  m o t i o n s  o f  t h e  f o r e a r m  m o d e l  w e r e  r e f e r r e d  t o  a s  
n a t u r a l  m o t i o n s .  W h e n  t h e  t r e m o r  w a s  n o n z e r o ,  t h e  r e s u l t i n g  m o t i o n s  w e r e  r e f e r r e d  t o  
a s  p e r t u r b e d  m o t i o n s .  F i n a l l y  w h e n  t h e  f o r e a r m  w a s  c o u p l e d  w i t h  t h e  E P  m o d e l  t h e  
r e s u l t i n g  m o t i o n  o f  t h e  f o r e a r m  m o d e l  a r e  r e f e r r e d  t o  a s  c o n t r o l l e d .  
A f t e r  e x a m i n i n g  s i m u l a t i o n s  o f  t h e  n a t u r a l  a n d  p e r t u r b e d  m o t i o n s  t h e  c o n t r o l  o b j e c t i v e  
w a s  r e s t a t e d  a s  f o l l o w s :  T o  s e l e c t  a  d a m p e r  c o n t r o l  s o  a s  t o  e n s u r e  t h a t  t h e  c o n t r o l l e d  
m o t i o n s  o f  t h e  f o r e a r m  c o n v e r g e  t o  a  p e r i o d i c  t r a j e c t o r y  w h i c h  i s  c o n t a i n e d  i n  a  
n e i g h b o u r h o o d  o f  t h e  d e s i r e d  e q u i l i b r i u m ,  a n d  w h i c h  h a s  s m a l l e r  o s c i l l a t i o n  t h a n  t h e  
p e r t u r b e d  m o t i o n .  F u r t h e r m o r e ,  t h e  r a t e  a t  w h i c h  t h e  c o n t r o l l e d  m o t i o n  o f  c o n v e r g e s  t o  
t h e  p e r i o d i c  t r a j e c t o r y ,  s h o u l d  b e  c l o s e  t o  t h e  r a t e  a t  w h i c h  n a t u r a l  m o t i o n  c o n v e r g e s  t o  
t h e  d e s i r e d  e q u i l i b r i u m .  
T h e  f i r s t  s t e p  i n  t h e  c o n t r o l  d e s i g n  w a s  t o  u s e  t h e  d i s s i p a t i o n  s h a p i n g  c o n t r o l  i n  o r d e r  t o  
m a k e  t h e  E P  m o d e l  b e h a v e  l i k e  t h e  E V P  m o d e l .  T h e n  u s i n g  t h e  r e s u l t s  f r o m  a p p e n d i x  
D ,  t h e  v i s c o u s  c o e f f i c i e n t  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  E V P  m o d e l  w a s  c h o s e n  s o  a s  t o  e n s u r e  
t h a t  t h e  s y s t e m  h a s  a  u n i q u e  G E S  p e r i o d i c  s o l u t i o n .  T h i s  c h o i c e  o f  c o n t r o l  a l s o  e n s u r e s  
t h a t  i f  t h e  t r e m o r  s h o u l d  d i s a p p e a r ,  t h e n  t h e  s t a t e  o f  t h e  c o u p l e d  s y s t e m  w i l l  c o n v e r g e  t o  
z e r o  e x p o n e n t i a l l y .  I t  w a s  a r g u e d  t h a t  i n  o r d e r  t o  a v o i d  s l o w i n g  d o w n  t h e  r a t e  o f  
c o n v e r g e n c e  t o  t h e  p e r i o d i c  s o l u t i o n ,  t h e  r a t e  a t  w h i c h  e n e r g y  i s  t r a n s f e r r e d  b e t w e e n  t h e  
f o r e a r m  m o d e l  a n d  t h e  d a m p e r  m o d e l  s h o u l d  b e  u p p e r  b o u n d  b y  t h e  r a t e  a t  w h i c h  
e n e r g y  i s  s u p p l i e d  t o  t h e  s y s t e m  b y  t h e  t r e m o r .  T h i s  w a s  a c h i e v e d  b y  a s s u m i n g  t h a t  t h e  
t r e m o r  w a s  k n o w  a n d  t h e n  s e t t i n g  t h e  c o n t r o l l a b l e  y i e l d  s t r e s s  o f  t h e  E V P  m o d e l  e q u a l  
t o  t h e  a b s o l u t e  v a l u e  o f  t h e  t r e m o r .  
S i m u l a t i o n s  s h o w e d  t h a t  u s i n g  t h e  c o n t r o l  s c h e m e  d e s c r i b e d  a b o v e ,  t h e  c o n t r o l l e d  
m o t i o n  d o e s  i n d e e d  c o n v e r g e  t o  a  p e r i o d i c  t r a j e c t o r y  c o n t a i n e d  i n  a  n e i g h b o u r h o o d  o f  
t h e  d e s i r e d  e q u i l i b r i u m  a n d  w h i c h  h a s  s m a l l e r  o s c i l l a t i o n  t h a n  t h e  p e r t u r b e d  m o t i o n .  
T h e  s i m u l a t i o n s  a l s o  s h o w e d  t h a t  t h e  r a t e  o f  c o n v e r g e n c e  t o  t h i s  p e r i o d i c  t r a j e c t o r y  w a s  
c l o s e  t o  t h e  r a t e  a t  w h i c h  n a t u r a l  m o t i o n  c o n v e r g e d  t o  t h e  d e s i r e d  e q u i l i b r i u m .  
T h e o r e t i c a l  j u s t i f i c a t i o n  f o r  t h e  d e c r e a s e  i n  t h e  o s c i l l a t i o n  o f  t h e  c o n t r o l l e d  m o t i o n ,  
w h e n  c o m p a r e d  t o  t h e  p e r t u r b e d  m o t i o n ,  w a s  a l s o  p r e s e n t e d  u s i n g  t h e  s i n g u l a r  
p e r t u r b a t i o n  t y p e  a n a l y s i s  f r o m  S e c t i o n  4 . 3 .  
F i n a l l y ,  i t  w a s  s h o w n  t h a t  t h e  s u c c e s s  o f  t h i s  c o n t r o l  s c h e m e  r e l i e s  o n  s o m e  k n o w l e d g e  
o f  t r e m o r .  A s  k n o w l e d g e  o f  t h e  t r e m o r  w o u l d  n o t  b e  a  r e a l i s t i c  a s s u m p t i o n  i n  p r a c t i c e ,  a  
s c h e m e  f o r  o b t a i n i n g  g o o d  e s t i m a t e  o f  t h e  t r e m o r  i s  r e q u i r e d  i f  t h i s  c o n t r o l  s c h e m e  i s  t o  
b e  o f  a n y  p r a c t i c a l  v a l u e .  S o m e  f u r t h e r  d i s c u s s i o n  o n  t h i s  p o i n t  i s  g i v e n  i n  t h e  f i n a l  
c h a p t e r  o f  t h e  t h e s i s .  
C h a p t e r  6  
C o n c l u s i o n s  a n d  f u t u r e  r e s e a r c h  
6 . 1  S u m m a r v  a n d  c o n c l u s i o n s  
I t  i s  w e l l  e s t a b l i s h e d  t h a t  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  v i s c o u s  d a m p i n g  c a n  s i g n i f i c a n t l y  r e d u c e  
t h e  o s c i l l a t i o n s  c a u s e d  b y  s e v e r e  p a t h o l o g i c a l  t r e m o r ,  b u t  t h a t  c o n c u r r e n t  s u p p r e s s i o n  o f  
v o l u n t a r y  m o t i o n  m a y  a l s o  o c c u r .  T h e  u s e  o f  c o n t r o l l a b l e  d a m p e r s  c o n s t r u c t e d  u s i n g  E R  
f l u i d s  h a s  b e e n  i d e n t i f i e d  a s  a  p o s s i b l e  m e a n s  o f  o v e r c o m i n g  t h i s  p r o b l e m .  I t  h a s  b e e n  
a r g u e d  t h a t  i n  o r d e r  t o  i n v e s t i g a t e  t h e  f e a s i b i l i t y  o f  u s i n g  a n  E R  d a m p e r  t o  s u p p r e s s  
t r e m o r ,  m o d e l s  a r e  r e q u i r e d  w h i c h  c a p t u r e  t h e  h i g h l y  n o n l i n e a r  b e h a v i o u r  e x h i b i t e d  b y  
E R  f l u i d  d a m p e r s  a n d  w h i c h  a r e  w e l l  s u i t e d  f o r  a n a l y s i s  a n d  c o n t r o l  d e s i g n .  A  s u r v e y  o f  
t h e  l i t e r a t u r e  o n  E R  f l u i d s  r e v e a l e d  t h a t  m a n y  o f  t h e  m o d e l s  w h i c h  h a v e  a p p e a r e d  i n  t h e  
l i t e r a t u r e  f a i l  t o  m e e t  t h e s e  r e q u i r e m e n t s .  A n  a n a l y s i s  o f  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  a n d  
p h y s i c s  b a s e d  m i c r o m e c h a n i c a l  m o d e l s  f o r  E R  f l u i d s ,  r e v e a l e d  t h a t  t h e  q u a l i t a t i v e  
m e c h a n i c a l  b e h a v i o u r  o f  E R  f l u i d s  i n  s h e a r  r e s e m b l e s  t h a t  o f  e l a s t i c - p l a s t i c  o r  
v i s c o p l a s t i c  s o l i d ,  w i t h  e l e c t r i c  f i e l d  d e p e n d e n t  y i e l d  s t r e s s .  I t  i s  n o w  w i d e l y  a c c e p t e d  
t h a t  t h e  b e h a v i o u r  o f  m a n y  e l a s t i c - p l a s t i c  a n d  v i s c o p l a s t i c  m a t e r i a l s  c a n  b e  s u c c e s s f u l l y  
m o d e l l e d  u s i n g  t h e  t h e o r y  o f  " t h e r m o m e c h a n i c s  w i t h  i n t e r n a l  v a r i a b l e s " .  O n e  o b j e c t i v e  
o f  t h e  t h e s i s  w a s  t o  s h o w  t h a t  t h i s  t h e o r y  a l s o  p r o v i d e s  a n  a p p r o a c h  f o r  m o d e l l i n g  t h e  
m e c h a n i c a l  b e h a v i o u r  o f  E R  f l u i d  d a m p e r s ,  w h i c h :  
C a p t u r e s  t h e  q u a l i t a t i v e  m e c h a n i c a l  b e h a v i o u r  d i s p l a y e d  b y  E R  f l u i d  d a m p e r s .  
I s  i n t u i t i v e  a n d  e a s y  t o  a p p l y .  
D e f i n e s  a  p a s s i v e  m a p  f r o m  t h e  i m p o s e d  v e l o c i t y  t o  t h e  r e s i s t i v e  f o r c e  p r o d u c e d  
b y  t h e  d a m p e r .  
A r e  w e l l p o s e d  a n d  n u m e r i c a l l y  f r i e n d l y .  
A r e  e a s i l y  c o u p l e d  w i t h  m o d e l s  f o r  o t h e r  m e c h a n i c a l  s y s t e m s .  
A r e  w e l l  s u i t e d  f o r  a n a l y s i s  u s i n g  t r a d i t i o n a l  q u a l i t a t i v e  m e t h o d s  f o r  o r d i n a r y  
d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .  
A  s i m p l i f i e d  v e r s i o n  o f  t h e  t h e o r y  o f  " t h e r m o m e c h a n i c s  w i t h  i n t e r n a l  v a r i a b l e s "  w a s  
p r e s e n t e d  a l o n g  w i t h  t h e  n e c e s s a r y  t o o l s  f r o m  c o n v e x  a n a l y s i s .  T h r o u g h  t h e  u s e  o f  
e x a m p l e s ,  i t  w a s  s h o w n  t h a t  a  s i m p l e  a n d  i n t u i t i v e  a p p r o a c h  t o  a p p l y i n g  t h e  t h e o r y  i s  t o  
i n i t i a l l y  c o n s t r u c t  a  p h e n o m e n o l o g i c a l  m o d e l  w h i c h  c o n c e p t u a l l y  c a p t u r e s  t h e  
m e c h a n i c a l  b e h a v i o u r  o f  a  g i v e n  d a m p e r  u s i n g  i d e a l i s e d  r h e o l o g i c a l  e l e m e n t s  s u c h  a s  
s p r i n g  a n d  f r i c t i o n  e l e m e n t s .  T h i s  m o d e l  i s  t h e n  u s e d  t o  c o n s t r u c t  t w o  f u n c t i o n s ,  
r e p r e s e n t i n g  t h e  e n e r g y  s t o r e d  i n  t h e  r h e o l o g i c a l  e l e m e n t s  ( f r e e  e n e r g y )  a n d  t h e  r a t e  a t  
w h i c h  e n e r g y  i s  d i s s i p a t e d  b y  t h e  e l e m e n t s  ( d i s s i p a t i o n  h n c t i o n ) .  T h e n ,  a p p l y i n g  a  
s y s t e m a t i c  p r o c e d u r e  t o  t h e s e  t w o  f u n c t i o n s ,  o n e  o b t a i n s  a n  e v o l u t i o n  e q u a t i o n  f o r  t h e  
p h e n o m e n o l o g i c a l  d a m p e r  m o d e l .  I t  i s  a l s o  s h o w n  t h a t  i f  t h e  e l e c t r i c  f i e l d  ( c o n t r o l  
v a r i a b l e )  o n l y  a p p e a r s  a s  a  p a r a m e t e r  i n  t h e  d i s s i p a t i o n  f u n c t i o n ,  t h e  r e s u l t i n g  m o d e l  
w i l l  a u t o m a t i c a l l y  d e f i n e  a  p a s s i v e  m a p  f r o m  t h e  i m p o s e d  v e l o c i t y  t o  t h e  r e s u l t i n g  f o r c e .  
D e p e n d . i n g  o n  t h e  m a n n e r  i n  w h i c h  v i s c o s i t y  h a s  b e e n  i n c o r p o r a t e d ,  t h e  r e s u l t i n g  
e q u a t i o n s  w i l l  e i t h e r  t a k e  t h e  f o r m  o f  a  L i p s c h i t z  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n ,  o r  a  
v a r i a t i o n a l  i n e q u a l i t y .  
A n  a d v a n t a g e  o f  u s i n g  w e l l  e s t a b l i s h e d  m o d e l l i n g  t e c h n i q u e s  i s  t h a t  t h e r e  i s  a  w e a l t h  o f  
r e s u l t s  a v a i l a b l e  f o r  e s t a b l i s h i n g  w e l l p o s e d n e s s  a n d  d e v e l o p i n g  i n t e g r a t i o n  a l g o r i t h m s ,  
f o r  t h e  r e s u l t i n g  m o d e l s .  U n f o r t u n a t e l y ,  m a n y  o f  t h e  r e s u l t s  r e l a t i n g  t o  w e l l p o s e d n e s s  o f  
v a r i a t i o n a l  i n e q u a l i t i e s  a r e  p r e s e n t e d  i n  s u c h  g e n e r a l  f o r m  t h a t  t h e y  a r e  i n a c c e s s i b l e  t o  
t h o s e  w i t h o u t  p r i o r  a c q u a i n t a n c e  w i t h  t h e  t h e o r y .  A s  a  c o n s e q u e n c e ,  s o m e  s i m p l e  r e s u l t s  
f o r  e s t a b l i s h i n g  w e l l p o s e d n e s s  o f  t h e  d a m p e r  m o d e l s  w e r e  p r e s e n t e d ,  w h i c h  a r e  
a c c e s s i b l e  t o  t h o s e  w i t h  s o m e  k n o w l e d g e  o f  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .  
T h e  s i m p l e s t  o f  t h e  d a m p e r  m o d e l s ,  c o n s i s t i n g  o f  a  s p r i n g  a n d  c o n t r o l l a b l e  f r i c t i o n  
e l e m e n t  i n  s e r i e s ,  w a s  t h e n  c o u p l e d  w i t h  a  f o r c e d  s e c o n d  o r d e r  o s c i l l a t o r ,  r e p r e s e n t i n g  
t h e  f o r e a r m l e l b o w  s u b j e c t  t o  t r e m o r .  A  d e t a i l e d  a n a l y s i s  o f  t h e  i n t e r n a l  a n d  e x t e r n a l  
s t a b i l i t y  p r o p e r t i e s  o f  t h e  c o u p l e d  s y s t e m  w a s  t h e n  p e r f o r m e d ,  u s i n g  t r a d i t i o n a l  e n e r g y  
b a s e d  a n d  L i a p u n o v  t y p e  t e c h n i q u e s .  C o n d i t i o n s  f o r  t h e  e x i s t e n c e  a n d  s t a b i l i t y  o f  
p e r i o d i c  s o l u t i o n s  o f  t h e  c o u p l e d  s y s t e m  w e r e  a l s o  s t u d i e d  i n  d e t a i l ,  u s i n g  f i x e d  p o i n t  
t h e o r e m s  a n d  L i a p u n o v  a n a l y s i s .  
A n  o u t g r o w t h  o f  t h i s  a n a l y s i s  w a s  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  a  n e w  a p p r o a c h  t o  t h e  c o n t r o l  o f  
E R  d a m p e r s ,  r e f e r r e d  t o  a s  d i s s i p a t i o n  s h a p i n g .  T h e  i d e a  i s  t o  u s e  a  s u i t a b l y  c h o s e n  
f e e d f o r w a r d  c o n t r o l  t o  e n d o w  t h e  d a m p e r  m o d e l  w i t h  a  m o r e  d e s i r a b l e  d i s s i p a t i o n  
f u n c t i o n  ( r a t e ) .  T h e  i d e a  i t s e l f  i s  v e r y  s i m p l e  a n d  c a n  b e  v i e w e d  a s  a  f o r m  o f  g l o b a l  
m o d e l  r e f e r e n c e  c o n t r o l .  F i n a l l y  t h e  d i s s i p a t i o n  s h a p i n g  c o n t r o l  a n d  s o m e  r e l e v a n t  
r e s u l t s  o n  p e r i o d i c  s o l u t i o n s  w e r e  u s e d  t o  a s s e s s  t h e  f e a s i b i l i t y  o f  u s i n g  a n  E R  d a m p e r  
t o  s u p p r e s s  t r e m o r  a t  t h e  e l b o w ,  w i t h  m i n i m a l  d e g r a d a t i o n  o f  t h e  i n t e n t i o n a l  m o t i o n .  
T h e  t h e o r e t i c a l  r e s u l t s  w e r e  q u i t e  f a v o u r a b l e  a n d  w e r e  s u p p o r t e d  b y  n u m e r o u s  
s i m u l a t i o n  r e s u l t s .  I n  c o n c l u s i o n ,  t h e  u s e  o f  a n  E R  f l u i d  d a m p e r  t o  s u p p r e s s  p e r i o d i c  
t r e m o r  a t  t h e  e l b o w ,  w i t h  a  m i n i m a l  d e g r a d a t i o n  o f  t h e  i n t e n t i o n a l  m o t i o n  i s  v e r y  
f e a s i b l e .  
M o d e l s  f o r m u l a t e d  i n  C h a p t e r  3 :  
1  M o d e l / F o r m u l a t i o n  E q u a t i o n  F i g u r e  P a s s i v e  F l u i d /  V i s c o e l a s t i c  E x i s t e n c e ,  
I  s o l i d  r e y i e l d  u n i q u e n e s s  
9  
E l a s t i c - p l a s t i c ,  ( 3 . 4 . 3 5 )  3 . 1 0  y e s  s o l i d  y e s  Y e s  
E x i s t i n g  m o d e l s  r e v i e w e d  i n  C h a p t e r  1 :  
M o d i f i e d  ( 3 . 5 . 1 5 )  3 . 1 7  y e s  s o l i d  y e s  
v i s c o p l a s t i c ,  I  
- - - - - -  
I  E x t e n d e d  B i n g h a m  ( 3 . 5 . 2 5 )  3 . 1 8  y e s  s o l i d  y e s  t r i v i a l  
1  ( G n F )  
T a b l e  6 . 2  
F i g u r e  
- - -  
1 . 5  
N I A  
1 . 5  
1 . 6  
N I A  
N I A  
N I A  
M o d e U F o r m u l a t i o n  E q u a t i o n  
T a b l e s  6 . 1  a n d  6 . 2  l i s t  s o m e  a t t r i b u t e s  o f  t h e  E R  / M R  d a m p e r  m o d e l s  s u r v e y e d  i n  5  1 . 2  
P a s s i v e  
B i n g h a m  p l a s t i c  
[ 2 6 1  
B i v i s c o u s  
[ 2 0 ] ,  [ 2  9 1  
E x t e n d e d  B i n g h a m  
( f i x e d  s t i f f n e s s  
c o e f f i c i e n t s )  
a n d  t h e  d a m p e r  m o d e l s  f o r m u l a t e d  i n  5 3 .  A  m o d e l  w a s  c l a s s i f i e d  a s  p a s s i v e  i f  i t  d e f i n e s  
V i s c o e l a s t i c  
n o  
n o  
y e s  
y e s  
n o  
y e s  
y e s  
F l u i d /  
s o l i d  
( 1  2 1  
( 1 . 2 . 3 )  
( 1 . 2 . 4 )  
a  p a s s i v e  m a p  f r o m  t h e  i m p o s e d  v e l o c i t y  t o  t h e  p r e d i c a t e d  d a m p e r  f o r c e ,  a c c o r d i n g  t o  
E x i s t e n c e ,  
Y e s  
t r i v i a l  
u n c l e a r  
u n c l e a r  
t r i v i a l  
t r i v i a l  
t r i v i a l  
t h e  d e f i n i t i o n  g i v e n  i n  5 2 . 1 .  T h e  m o d e l s  w e r e  c l a s s i f i e d  a s  s o l i d  m o d e l s  i f  t h e y  a r e  
Y e s  
1 3 3 -  ( 1 . 2 . 6 )  
: 3 0 1  N I A  
B o u c - t y p e  m o d e l s  ( 1 . 2 . 7 )  
c a p a b l e  o f  s u s t a i n i n g  a  n o n - z e r o  f o r c e  w h e n  t h e  i m p o s e d  v e l o c i t y  i s  z e r o  a n d  a s  f l u i d  
s o l i d  
N o n l i n e a r  
V i s c o e l a s t i c -  
p l a s t i c  
[ 3 6 ] , [ 2 9 ]  
( 1 . 2 . 9 )  
y e s  
Y e s  
n o  
f l u i d  
s o l i d  
- - - - - -  
s o l i d  
y e s  
n o  
n o  
f l u i d  
s o l i d  
- - - - - -
s o l i d  
T a b l e  6 . 1  
m o d e l s  o t h e r w i s e .  T h e  m o d e l s  w e r e  d e e m e d  t o  e x h i b i t  v i s c o e l a s t i c  b e h a v i o u r  i n  
p r e y i e l d  i f  t h e y  b e h a v e  l i k e  a  v i s c o e l a s t i c  s o l i d  ( l i n e a r  o r  n o n l i n e a r )  w h e n  t h e  p r e d i c t e d  
f o r c e  i s  l e s s  t h a n  t h e  y i e l d  f o r c e .  W h e n  e v a l u a t i n g  t h e  e x i s t e n c e  a n d  u n i q u e n e s s  o f  
s o l u t i o n s ,  t h e  d a m p e r  m o d e l s  w e r e  a s s u m e d  t o  b e  c o u p l e d  w i t h  t h e  n o n l i n e a r  s e c o n d  
o r d e r  o s c i l l a t o r  f r o m  $ 4 . 1 .  I t  w a s  a l s o  a s s u m e d  t h a t  t h e  c o n t r o l l a b l e  d a m p e r  p a r a m e t e r s  
w e r e  L i p s c h i t z  c o n t i n u o u s  f u n c t i o n s  o f  t i m e .  N o t e  t h a t  t h e  r e f e r e n c e s  c i t e d  i n  T a b l e  6 . 2  
d o  n o t  c o n s i d e r  q u e s t i o n s  o f  e x i s t e n c e  a n d  u n i q u e n e s s  o f  s o l u t i o n s .  E x i s t e n c e  a n d  
u n i q u e n e s s  o f  s o l u t i o n s  h a s  b e e n  c l a s s i f i e d  a s  t r i v i a l  i f  t h e  r e s u l t s  c a n  b e  o b t a i n  b y  
a p p l y i n g  w e l l  k n o w n  t h e o r e m s  f o r  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  ( f o r  e x a m p l e  
[ 9 6 ] , [ 9 7 ] ) .  T h e  c l a s s i f i c a t i o n  " u n c l e a r "  h a s  b e e n  u s e d  w h e r e  e x i s t e n c e  o f  s o l u t i o n s  w a s  
u n o b t a i n a b l e ,  u s i n g  m e t h o d s  k n o w n  t o  t h e  a u t h o r .  E x i s t e n c e  o f  s o l u t i o n s  f o r  t h e  
o s c i l l a t o r  c o u p l e d  w i t h  B i n g h a m  p l a s t i c  m o d e l  w a s  o b t a i n e d  b y  a p p l y i n g  s t a n d a r d  
t h e o r e m s  f o r  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  i n c l u s i o n s ,  [ 9 8 ] .  T h e  r e m a i n i n g  c a s e s  i n  T a b l e  6 . 2  
w e r e  o b t a i n e d  b y  a p p l y i n g  C o r o l l a r y  C . 3 . 1 .  
I n  c o n c l u s i o n ,  t h e  o r i g i n a l  c o n t r i b u t i o n s  o f  t h i s  t h e s i s  w e r e :  
( 1 )  T o  s h o w  t h a t  t h e  t h e o r y  o f  " t h e r m o m e c h a n i c s  w i t h  i n t e r n a l  v a r i a b l e s "  p r o v i d e s  a n  
i n t u i t i v e  a n d  s y s t e m a t i c  a p p r o a c h  f o r  m o d e l l i n g  t h e  m e c h a n i c a l  b e h a v i o u r  o f  E R  
f l u i d  d a m p e r s  .  I t  w a s  a l s o  s h o w n  t h a t  u n d e r  m i l d  c o n d i t i o n s  t h e  r e s u l t i n g  m o d e l  
w i l l  d e f i n e  a  p a s s i v e  i n a p  f r o m  t h e  i m p o s e d  v e l o c i t y  t o  t h e  r e s u l t i n g  f o r c e .  
( 2 )  T o  p r e s e n t  t h e o r e m s  p r o v i d i n g  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n s  f o r  t h e  e x i s t e n c e  a n d  
u n i q u e n e s s  o f  s o l u t i o n s  o f  t h e  d a m p e r  m o d e l s .  T h e  p r o o f s  f o r  t h e s e  t h e o r e m s  w e r e  
g r e a t l y  s i m p l i f i e d ,  s o  a s  t o  m a k e  t h e m  a c c e s s i b l e  t o  t h o s e  w i t h  a  w o r k i n g  
k n o w l e d g e  o f  e x i s t e n c e  a n d  u n i q u e n e s s  t h e o r y  f o r  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .  
( 3 )  T o  s h o w  t h a t  t h e  m o d e l s  a r e  e a s i l y  c o u p l e d  w i t h  m o d e l s  f o r  o t h e r  m e c h a n i c a l  
s y s t e m s  a n d  t h a t  t r a d i t i o n a l  e n e r g y  b a s e d  a n d  L i a p u n o v  t y p e  t e c h n i q u e s  c a n  b e  
u s e d  t o  a n a l y s e  t h e  q u a l i t a t i v e  b e h a v i o u r  o f  t h e  c o u p l e d  s y s t e m  i n  d e t a i l .  
( 4 )  T o  s h o w  t h a t  b y  u s i n g  a  s u i t a b l y  c h o s e n  f e e d f o r w a r d  c o n t r o l ,  t h e  E P  m o d e l  c a n  b e  
m a d e  t o  b e h a v e  e x a c t l y  l i k e  a n o t h e r  r h e o l o g i c a l  m o d e l  c o n s i s t i n g  o f  a  s e r i e s  
c o m b i n a t i o n  o f  a  l i n e a r  s p r i n g  w i t h  t h e  s a m e  s t i f f n e s s  a n d  a  d i s s i p a t i v e  e l e m e n t  
w i t h  a  m o r e  d e s i r a b l e  d i s s i p a t i o n  h n c t i o n  ( d i s s i p a t i o n  s h a p i n g ) .  
T o  t h e  b e s t  k n o w l e d g e  o f  t h e  a u t h o r  t h e  w o r k  p r e s e n t e d  i n  t h i s  t h e s i s  i s  t h e  f i r s t  i n  t h e  
l i t e r a t u r e  t o  a c c o m p l i s h  ( I )  t o  ( 4 )  a b o v e .  
6 . 2  S o m e  t o p i c s  f o r  f u t u r e  r e s e a r c h  
I t  i s  t h e  p u r p o s e  o f  t h i s  s e c t i o n  t o  b r i e f l y  o u t l i n e  s o m e  o f  t h e  t o p i c s 1  e x t e n s i o n s  w h i c h  
t h e  a u t h o r  i s  p r e s e n t l y  i n v e s t i g a t i n g  a n d  p l a n s  t o  i n v e s t i g a t e  i n  t h e  f u t u r e .  
T o  b e g i n  w i t h ,  s o m e  p o s s i b l e  e x t e n s i o n s  o f  t h e  w o r k  i n  $ 3  w i l l  b e  c o n s i d e r e d .  T w o  o f  
t h e  m a j o r  s i m p l i f i c a t i o n s  a s s u m e d  i n  $ 3 ,  w e r e  t h a t  t h e  p o l a r i z a t i o n l c h a i n  f o r m a t i o n  
o c c u r s  i n s t a n t a n e o u s l y  u p o n  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  e l e c t r i c  f i e l d  a n d  t h a t  t h e  i m p o s e d  f l o w  
c o n d i t i o n s  h a v e  n o  e f f e c t  o n  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  y i e l d  s t r e s s .  C o n s i d e r  t h e  c a s e  w h e r e  
a n  e l e c t r i c  f i e l d  i s  i n i t i a l l y  a p p l i e d  t o  a  s t a t i c  ( n o  f l o w l s t r e s s )  E R  f l u i d .  I t  i s  g e n e r a l l y  
a c c e p t e d  t h a t  t h e  c h a i n  f o r m a t i o n  i n  a  s t a t i c  E R  f l u i d  t a k e s  p l a c e  o n  a t  l e a s t  t w o  t i m e  
s c a l e s .  W h e n  t h e  f i e l d  i s  f i r s t  a p p l i e d ,  m o s t  o f  t h e  p a r t i c l e s  w i l l  r a p i d l y  f o r m  i n t o  c h a i n s  
r u n n i n g  p a r a l l e l  t o  t h e  f i e l d .  T h i s  i s  t h e n  f o l l o w e d  b y  a  m u c h  s l o w e r  t h i c k e n i n g  o f  t h e  
c h a i n s  a n d  p o s s i b l y  c o a l e s c i n g  o f  t h i n n e r  c h a i n s .  C o m b i n i n g  t h i s  w i t h  t h e  h y p o t h e s i s  
t h a t  t h e  t h i c k e r  t h e  c h a i n  t h e  g r e a t e r  t h e  s t r e s s l s t r a i n  r e q u i r e d  t o  i n d u c e  r u p t u r e ,  i m p l i e s  
t h a t  t h a t  t h e  m i n i m u m  s t r e s s  r e q u i r e d  t o  i n d u c e  u n b o u n d e d  f l o w  i n  a n  a c t i v a t e d  
s u s p e n s i o n  w i l l  d e p e n d  o n  h o w  l o n g  t h e  f i e l d  h a d  b e e n  a p p l i e d  b e f o r e  t h e  s u s p e n s i o n  i s  
d i s t u r b e d  ( m e c h a n i c a l l y ) .  T h i s  m i n i m u m  s t r e s s  i s  o f t e n  r e f e r r e d  t o  a s  t h e  s t a t i c  y i e l d  
s t r e s s .  N o w  c o n s i d e r  t h e  c a s e  w h e r e  t h e  e l e c t r i c  f i e l d  h a s  b e e n  a p p l i e d  f o r  a  s u f f i c i e n t  
a m o u n t  o f  t i m e  f o r  c h a i n  f o r m a t i o n  t o  r e a c h  s t e a d y  s t a t e .  T h e n  o n e  o f  t h e  e l e c t r o d e s  i s  
m a d e  t o  t r a n s l a t e  a t  a  c o n s t a n t  v e l o c i t y .  W h e n  t h e  s t r e s s  i n  t h e  f l u i d  r e a c h e s  t h e  s t a t i c  
y i e l d  s t r e s s ,  a  s t e a d y  s h e a r  f l o w  w i l l  b e  i n d u c e d  a n d  t h e  p a r t i c l e  c h a i n s  w i l l  b e g i n  t h e  
c o n t i n u a l  p r o c e s s  o f  b r e a k a g e  a n d  r e f o r m a t i o n .  D u r i n g  f l o w ,  o n l y  a  p e r c e n t a g e  o f  t h e  
c h a i n s  w i l l  b e  i n t a c t  a t  a n y  m o m e n t .  I n  a d d i t i o n  t h e  h y d r o d y n a m i c  f o r c e s  d u e  t o  t h e  
s h e a r i n g  f l o w  w i l l  c a u s e  s o m e  f r a g m e n t a t i o n  o f  t h e  c h a i n s ,  m a k i n g  t h e m  t h i n n e r .  A s  a  
r e s u l t  t h e  s t r e s s  i n  t h e  f l u i d  w i l l  d e c r e a s e ,  i m p l y i n g  t h a t  t h e  d y n a m i c  y i e l d  s t r e s s  w i l l  b e  
l o w e r  t h a n  t h e  s t a t i c  y i e l d  s t r e s s .  T h i s  p h e n o m e n a  h a s  b e e n  r e p o r t e d  i n  n u m e r o u s  
s t u d i e s  w h e r e  t h e  E R  f l u i d  i s  s u b j e c t e d  t o  v e r y  l o w  f r e q u e n c y  o s c i l l a t o r y  s h e a r .  
F r o m  a  p r a c t i c a l  p o i n t  o f  v i e w  o t h e r  e l e c t r i c  p h e n o m e n a  a r e  a l s o  o f  c o n s i d e r a b l e  
i n t e r e s t .  F o r  e x a m p l e ,  t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  e l e c t r i c  f i e l d ,  s h e a r  f l o w  a n d  t h e  l e a k a g e  
c u r r e n t  i n  a n  E R  f l u i d  i s  v i t a l l y  i m p o r t a n t ,  a s  i t  w i l l  g o v e r n  t h e  p o w e r  c o n s u m p t i o n  o f  a  
d e v i c e .  A s  o n e  w o u l d  e x p e c t ,  t h e  c u r r e n t  t h r o u g h  a  s t a t i c  E R  f l u i d  d o e s  n o t  o b e y  o h m s  
l a w .  I n  f a c t  n u m e r o u s  e x p e r i m e n t a l  s t u d i e s  h a v e  c o n c l u d e d  t h a t  t h e  c o n d u c t i o n  c u r r e n t  
t h r o u g h  a n  E R  f l u i d  v a r i e s  i n  p r o p o r t i o n  w i t h  E ~ ,  t h o u g h  o n l y  a f t e r  E  h a s  e x c e e d e d  
s o m e  t h r e s h o l d  E , .  A l s o ,  t h e r e  i s  a n  i n c r e a s e  i n  t h e  l e a k a g e  c u r r e n t  o b s e r v e d  i n  s t a t i c  
E R  f l u i d s ,  a s  c o m p a r e d  t o  f l u i d s  i n  s h e a r .  G i v e n  t h a t  t h e  p a r t i c l e s  a r e  g e n e r a l l y  m o r e  
c o n d u c t i v e  t h a n  t h e  b a s e  f l u i d ,  t h e  m a i n  s o u r c e  o f  l e a k a g e  c u r r e n t  w i l l  b e  t h r o u g h  t h e  
e l e c t r o d e  s p a n n i n g  c h a i n s .  I t  f o l l o w s  t h a t  t h e  t h i c k e r  c h a i n s  p r e s e n t  i n  a  s t a t i o n a r y  f l u i d  
w o u l d  c o n d u c t  m o r e  c u r r e n t  t h a n  t h e  d e g r a d e d  c h a i n s  i n  a  f l o w i n g  f l u i d .  
T h e  m o d e l l i n g  o f  e l e c t r i c a l  p h e n o m e n a  c a n  b e  p e r f o r m e d  i n  m u c h  t h e  s a m e  m a n n e r  a s  
i n  $ 3 .  S i m p l y  r e p l a c e  s t r e s s e s  a n d  s t r a i n s  b y  e l e c t r i c  f i e l d s  a n d  c h a r g e s ,  a n d  r e p l a c e  
r h e o l o g i c a l  e l e m e n t s  s u c h  a s  s p r i n g s  a n d  f r i c t i o n  e l e m e n t s  b y  t h e i r  c i r c u i t a l  a n a l o g s ,  
c a p a c i t o r s  a n d  d i o d e s  e t c .  T h e  c o u p l i n g  o f  e l e c t r i c a l  a n d  m e c h a n i c a l  p h e n o m e n a  i s  a  b i t  
m o r e  d i f f i c u l t .  O n e  a p p r o a c h  w o u l d  t o  f i r s t  d e v e l o p  s e p a r a t e  p h e n o m e n o l o g i c a l  m o d e l s  
f o r  t h e  e l e c t r i c a l  a n d  m e c h a n i c a l  s y s t e m s  u s i n g  c i r c u i t a l  a n d  r h e o l o g i c a l  e l e m e n t s .  T h e  
t o t a l  t h e r m o d y n a m i c  s t a t e  w i l l  t h e n  c o n s i s t  o f  t h e  s t r a i n ,  m e c h a n i c a l  i n t e r n a l  v a r i a b l e s ,  
e l e c t r i c  f i e l d  a n d  e l e c t r i c  i n t e r n a l  v a r i a b l e s .  T h e  c o u p l i n g  b e t w e e n  t h e  m o d e l s  w o u l d  
t h e n  b e  p e r f o r m e d  b y  a l l o w i n g  t h e  d i s s i p a t i o n  f u n c t i o n  t o  d e p e n d  o n  t h e  e n t i r e  
t h e r m o d y n a m i c  s t a t e .  I t  i s  t h o u g h t  t h a t  a  u n i f i e d  m o d e l l i n g  p r o c e d u r e  c o u l d  b e  
d e v e l o p e d  b a s e d  o n  t h e  m a t e r i a l  i n  t h e  e x c e l l e n t  t e x t  [ 3 8 ] .  
T h e  n e x t  l o g i c a l  s t e p  w o u l d  b e  t o  v a l i d a t e  t h e  m o d e l s  u s i n g  e x p e r i m e n t a l  d a t a  f r o m  a n  
E R  f l u i d  d a m p e r .  T o  d o  t h i s ,  p a r a m e t e r  i d e n t i f i c a t i o n  a l g o r i t h m s  n e e d  t o  b e  d e v e l o p e d  
f o r  t h e ,  m o d e l s .  I t  i s  t h o u g h t  t h a t  i t  m a y  b e  p o s s i b l e  t o  u s e  t h e  i d e n t i f i c a t i o n  m e t h o d s  
d e v e l o p e d  i n  [ 8 4 ] , [ 8 5 ] .  T h e s e  m e t h o d s  a r e  i d e a l l y  s u i t e d  f o r  s y s t e m s  i n v o l v i n g  
v a r i a t i o n a l  i n e q u a l i t i e s .  T h e  b a s i c  i d e a  i s  t o  f i r s t  f o r m u l a t e  t h e  i d e n t i f i c a t i o n  p r o b l e m  a s  
a  c o n s t r a i n e d  c o n v e x  o p t i m i z a t i o n  p r o b l e m .  T h e  s o l u t i o n  o f  t h i s  o p t i m i z a t i o n  i s  t h e n  
f o r m u l a t e d  a s  t h e  s t a b l e  e q u i l i b r i u m  s e t  f o r  a  s y s t e m  o f  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .  A n  
i n t e g r a t i o n  a l g o r i t h m  i s  a l s o  p r e s e n t e d  i n  [ M I ,  w h i c h  c o u l d  b e  u s e d  t o  i m p l e m e n t  t h e  
i d e n t i f i c a t i o n  m e t h o d  o n  a  d i g i t a l  s i g n a l  p r o c e s s o r .  
I n  o r d e r  t o  u s e  t h e  d a m p e r  m o d e l s  f o r  o n l i n e  i d e n t i f i c a t i o n  a n d  c o n t r o l  i m p l e m e n t a t i o n ,  
e f f i c i e n t  i n t e g r a t i o n  a l g o r i t h m s  a r e  n e e d e d .  I n  5 D . 2  j u s t i f i c a t i o n  f o r  a  m i x e d  i m p l i c i t -  
e x p l i c i t  s o l v e r  w a s  p r e s e n t e d .  I n  p r a c t i c e  i t  w a s  f o u n d  t h a t  t h i s  s c h e m e  w a s  o n l y  s u i t e d  
f o r  i n t e g r a t i o n  o v e r  s h o r t  t i m e  p e r i o d s .  A  f o r m  o f  m i x e d  m i d p o i n t - i m p l i c i t  a l g o r i t h m  
w a s  f o u n d  t o  b e  m u c h  b e t t e r  b e h a v e d ,  p a r t i c u l a r l y  w h e n  i n t e g r a t i n g  m o r e  c o m p l e x  
m o d e l s ,  s u c h  a s  t h e  G n F  m o d e l  c o u p l e d  w i t h  a  m o d e l  f o r  a  s m o o t h  m e c h a n i c a l  s y s t e m .  
I t  w o u l d  c e r t a i n l y  b e  w o r t h w h i l e  p e r f o r m i n g  a  d e t a i l e d  a n a l y s i s  o f  t h e  s t a b i l i t y  a n d  
c o n v e r g e n c e  p r o p e r t i e s  o f  t h i s  a n d  o t h e r  a l g o r i t h m s .  A  w e a l t h  o f  i n f o r m a t i o n  o n  
i n t e g r a t i o n  a l g o r i t h m s  c a n  b e  f o u n d  i n  [ 4 1 ] .  
I n  A p p e n d i x  C  i t  w a s  n o t e d  t h a t  a  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n  f o r  t h e  v i s c o p l a s t i c  t y p e  m o d e l s ,  
t o  h a v e  a  u n i q u e  L i p s c h i t z  c o n t i n u o u s  s o l u t i o n  i s  t h a t  t h e  i n p u t  ( s t r a i n )  i s  L i p s c h i t z  
c o n t i n u o u s  a n d  t h e  c o n t r o l  ( y i e l d  s t r e s s )  i s  e s s e n t i a l l y  b o u n d e d .  I n  c o n t r a s t ,  f o r  m o d e l s  
i n v o l v i n g  a  v a r i a t i o n a l  i n e q u a l i t y ,  s u c h  a s  t h e  E P  m o d e l ,  t o  h a v e  a  L i p s c h i t z  c o n t i n u o u s  
s o l u t i o n  r e q u i r e s  t h a t  b o t h  t h e  i n p u t  x ( t )  a n d  c o n t r o l  r ( t )  a r e  L i p s c h i t z  c o n t i n u o u s .  
T h i s  i s  a  p a r t i c u l a r  d i s a d v a n t a g e  o f  t h e  E P  m o d e l ,  a s  o n / o f f  t y p e  c o n t r o l s  m a y  b e  o f  
i n t e r e s t  i n  a p p l i c a t i o n s  s u c h  a s  v i b r a t i o n  c o n t r o l .  T h e  c o n d i t i o n s  o n  r ( t )  c a n n o t  b e  
w e a k e n e d  w i t h o u t  r e d e f i n i n g  t h e  n o t i o n  o f  s o l u t i o n .  F o r  e x a m p l e ,  u s i n g  t h e  m e t h o d s  i n  
[ 4 0 ]  i t  c a n  b e  s h o w n  t h a t  i f  r ( t )  a n d  x ( t )  a r e  c o n t i n u o u s  a n d  o f  b o u n d e d  v a r i a t i o n ,  t h e n  
t h e  E P  m o d e l  w i l l  h a v e  a  s o l u t i o n  w h i c h  i s  c o n t i n u o u s  a n d  o f  b o u n d e d  v a r i a t i o n .  I t  i s  
t h o u g h t  t h a t  i f  t h e  E P  m o d e l  w e r e  r e f o r m u l a t e d  a s  a  h y s t e r e s i s  o p e r a t o r ,  i t  m a y  b e  
p o s s i b l e  t o  u s e  t h e  t h e o r e m s  i n  [ 8 6 ] ,  t o  s h o w n  t h a t  i f  r ( t ) a n d  x ( t )  a r e  p i e c e w i s e  
c o n t i n u o u s ,  t h e n  t h e  E P  m o d e l  w i l l  h a v e  a  u n i q u e  p i e c e w i s e  c o n t i n u o u s  s o l u t i o n .  
N e x t  s o m e  p o s s i b l e  e x t e n s i o n s  o f  t h e  w o r k  i n  5 4  a n d  § D  w i l l  b e  d i s c u s s e d .  A p p e n d i x  D  
p r e s e n t e d  s o m e  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n s  f o r  t h e  e x i s t e n c e  o f  a  p e r i o d i c  s o l u t i o n  f o r  t h e  
c o u p l e d  s y s t e m  C  ( E P  m o d e l  a n d  f o r c e d  s e c o n d  o r d e r  o s c i l l a t o r ) .  T h i s  o f  c o u r s e  
a s s u m e s  t h a t  t h e  i n p u t  b ( t )  a n d  c o n t r o l  r ( t )  a r e  b o t h  p e r i o d i c ,  w i t h  t h e  s a m e  p e r i o d .  I t  
w a s  n o t e d  i n  5 5 ,  t h a t  i n  a p p l i c a t i o n s  s u c h  a s  t r e m o r  s u p p r e s s i o n ,  i t  i s  u n l i k e l y  t h a t  b ( t )  
a n d  r ( t )  w i l l  b e  p e r i o d i c ,  b u t  w i l l  b e  s o m e  s u p e r p o s i t i o n  o f  p e r i o d i c  f u n c t i o n s ,  w i t h  
d i f f e r e n t ,  i n d e p e n d e n t  p e r i o d s .  I n  t h i s  c a s e  t h e  n o t i o n  o f  a n  a l m o s t  p e r i o d i c  s o l u t i o n  i s  
m o r e  n a t u r a l .  R e c a l l  t h a t  a  s o l u t i o n  x ( t )  o f  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  x  =  F ( x ,  t )  i s  s a i d  
t o  b e  T - p e r i o d i c  i f  x ( t )  =  x ( t  +  T )  f o r  a l l  t  2  0 .  A  s o l u t i o n  x ( t )  i s  s a i d  t o  b e  a l m o s t  
p e r i o d i c  i f  f o r  e a c h  E  >  0  t h e r e  e x i s t s  a  n u m b e r  L ( s )  >  0 ,  s u c h  t h a t  e v e r y  c l o s e d  i n t e r v a l  
i n  % +  w i t h  l e n g t h  L ( s )  ,  c o n t a i n s  a  n u m b e r  z  s u c h  t h a t  I x ( t  +  z )  -  x ( t ) I  <  E  f o r  a l l  
t  2  0 ,  t  +  z  2  0 .  A  m o r e  g e n e r a l  n o t i o n ,  w h i c h  c o n t a i n s  b o t h  p e r i o d i c  a n d  a l m o s t  p e r i o d i c  
s o l u t i o n s ,  i s  t h a t  o f  a  r e c u r r e n t  s o l u t i o n .  A  s o l u t i o n  i s  s a i d  t o  b e  r e c u r r e n t  i f  f o r  e a c h  
E  >  0  t h e r e  e x i s t s  a  n u m b e r  L ( E )  >  0 ,  s u c h  t h a t  f o r  e v e r y  t  E  % +  a n d  e v e r y  i n t e r v a l  
I  c  % +  o f  l e n g t h  g r e a t e r  t h a n  L ( s )  ,  t h e r e  e x i s t s  a  z  E  I  s u c h  t h a t  l x ( t )  -  x ( z ) l <  E  .  T h e  
a u t h o r  i s  p r e s e n t l y  i n v e s t i g a t i n g  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  u s i n g  t h e  r e s u l t s  i n  t h e  e x c e l l e n t  
p a p e r s  [ 8 7 ]  a n d  [ 8 8 ] ,  t o  p r o v e  t h e  e x i s t e n c e  o f  a l m o s t  p e r i o d i c  a n d  r e c u r r e n t  s o l u t i o n  o f  
C  .  I f  e x i s t e n c e  c a n  b e  p r o v e d ,  t h e n  s t a b i l i t y  o f  t h e  s o l u t i o n s  f o l l o w s  e x a c t l y  a s  i n  5 D .  
I n  5 4 . 3 ,  a  f e e d f o r w a r d  c o n t r o l  w a s  u s e d  t o  t r a n s f o r m  t h e  E P  m o d e l  i n t o  t h e  E V P  m o d e l  
( d i s s i p a t i o n  s h a p i n g ) .  A  n a t u r a l  q u e s t i o n  i s ,  c o u l d  a  f e e d b a c k  c o n t r o l  b e  u s e d  t o  e n d o w  
t h e  E P  m o d e l  w i t h  m o r e  d e s i r a b l e  b e h a v i o u r  ( d i s s i p a t i o n  r a t e ) .  U n f o r t u n a t e l y  t h i s  i s  
d i f f i c u l t  t o  s h o w .  R e c a l l  t h a t  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  E P  m o d e l  z  ,  s a t i s f i e s  l z ( t ) l  I  r ( t )  f o r  a l l  
t  2  0 .  I f  t h e  c o n t r o l  r  i s  c h o s e n  a s  r ( t )  =  L I z ( t ) l ,  t w o  p o s s i b i l i t i e s  c o u l d  o c c u r .  I f  
L  E  [ 0 , 1 ) ,  t h e n  I z ( t ) l $  L I z ( t ) l  i m p l i e s  z ( t )  =  0  f o r  a l l  t  2  0  .  I f  L  2  1  ,  t h e n  l z ( t ) (  5  ~ l z ( t ) l  
h o l d s  f o r  a l l  z  E  %  a n d  t h e  E P  m o d e l  w i l l  b e h a v e  l i k e  a  s p r i n g .  F o r  m o r e  g e n e r a l  
n o n a u t o n o m o u s  c o n t r o l s  r ( t )  =  @ ( z ( t ) ,  t )  2  0 ,  t h e  e x i s t e n c e  a n d  u n i q u e n e s s  r e s u l t s  i n  
5 C . 2  c a n  n o  l o n g e r  b e  a p p l i e d .  E s t a b l i s h i n g  u n i q u e n e s s  i s  a c t u a l l y  t h e  m o s t  d i f f i c u l t  
p r o b l e m .  A  d e t a i l e d  d i s c u s s i o n  o n  e x i s t e n c e  a n d  u n i q u e n e s s  o f  v a r i a t i o n a l  i n e q u a l i t i e s  
w i t h  s t a t e  d e p e n d e n t  c o n s t r a i n t s  c a n  b e  f o u n d  i n  [ 8 9 ] .  T h e  a u t h o r  i s  p r e s e n t l y  t r y i n g  t o  
e s t a b l i s h  i f  a  f e e d b a c k  c o n t r o l  w o u l d  b e  " u s e f b l " ,  a n d  i f  s o ,  w h a t  r e s t r i c t i o n s  n e e d  t o  b e  
p l a c e d  o n  t h e  f e e d b a c k  f u n c t i o n  0 :  % x  % +  +  % +  s o  a s  t o  e n s u r e  e x i s t e n c e  a n d  
u n i q u e n e s s .  A s  u s u a l ,  t h e  v i s c o p l a s t i c  m o d e l s  d i s p l a y  m u c h  m o r e  r e g u l a r  b e h a v i o u r .  A s  
a n  e x a m p l e ,  r e c a l l  t h a t  t h e  s i m p l e  v i s c o p l a s t i c  m o d e l  f r o m  F i g .  1 3  i n  5 3  i s  g i v e n  b y  
G  
& ( t )  =  G e ( t )  -  -  P ( o ( t ) ;  r  ( t ) ) ,  
V P  
w h e r e  P ( o ;  r )  =  r n a x ( o  -  r ,  m i n ( o  +  r , ~ ) ) .  I f  t h e  c o n t r o l  r  i s  c h o s e n  a s  r ( t )  =  L l o ( t ) l ,  
a n d  L  2  1 ,  t h e n  d - ( t )  =  G e ( t )  f o r  a l l  t  2  0  ( a  s p r i n g ) .  
H o w e v e r  i f  L  E  [ 0 , 1 )  t h e n  ( 6 . 2 . 1 )  b e c o m e s  
t i  
d - ( t )  =  G e ( t )  -  -  ( 1  -  L ) o ( t ) ,  
V P  
w h i c h  i s  e q u i v a l e n t  t o  a  M a x w e l l  m o d e l  w i t h  c o n t r o l l a b l e  v i s c o s o u s  c o e f f i c i e n t  
q c  =  q p / ( l  -  L )  .  T h e  c o n t r o l l a b l e  c o e f f i c i e n t  1 7 ,  c a n  b e  v a r i e d  o v e r  t h e  i n t e r v a l  
[ q p  ,  C O )  b y  v a r y i n g  L  o v e r  t h e  i n t e r v a l  [ O , l )  .  
I n  s e c t i o n  $ 4 . 2  i t  w a s  m e n t i o n e d  t h a t  f o r  T  s m a l l  e n o u g h ,  c e r t a i n  OT - r e c u r r e n t  c o n t r o l s  
h a v e  t h e  e f f e c t  o f  t r a n s f o r m i n g  t h e  E P  m o d e l  i n t o  a  m e m o r y l e s s  f u n c t i o n  o f  t h e  v e l o c i t y  
x , ,  i n  a n  a v e r a g e d  s e n s e .  T h e  i d e a  i s  s i m i l a r  i n  s p i r i t  t o  t h e  u s e  o f  d i t h e r  t o  l i n e a r i z e  o r  
s m o o t h e n ,  d i s c o n t i n u o u s  c o n t r o l  s y s t e m s  [ 9 0 ] , [ 9  1 1 .  
F o r  e x a m p l e ,  c o n s i d e r  p a r t i t i o n i n g  % +  i n t o  i n t e r v a l s  T [ n ,  n  +  1 ]  f o r  n  =  0 , 1 , 2 . .  .  a n d  
i m p l e m e n t i n g  t h e  c o n t r o l  
+ f i r  f  E  [ n T , n T - i - E ) ,  
f o r  ? ~ [ n T + s , ( n + l ) T - r ) ,  ( 6 . 2 . 3 )  
7 ; / & ( ( n + l ) ~ - t )  f o r  t r [ ( n + l ) T - r , ( n + l ) T ) ,  
w h e r e  F  a n d  E  a r e  p o s i t i v e  c o n s t a n t s .  I t  c a n  b e  s h o w n  t h a t  f o r  E  a n d  T  s m a l l  e n o u g h  
1  t + T  
a n d  7  l a r g e  e n o u g h ,  t h e  a v e r a g e d  r e s p o n s e  o f  t h e  E P  m o d e l  r , ( t )  =  -  I  z ( s ) d s  
T t  
a p p r o x i m a t e s  G T x ,  ( t ) / 2  .  W h i c h  i s  t o  s a y  t h a t  t h e  a v e r a g e d  d a m p e r  r e s p o n s e  i s  c l o s e  t o  
t h a t  o f  a  l i n e a r  v i s c o u s  d a m p e r ,  w i t h  c o e f f i c i e n t  G T / 2 .  T h i s  e s t i m a t i o n  w a s  b a c k e d  u p  
b y  n u m e r o u s  s i m u l a t i o n s  o f  t h e  s y s t e m  C  ,  c a r r i e d  o u t  b y  t h e  a u t h o r .  U n f o r t u n a t e l y  t h e  
a u t h o r  h a s  b e e n  s o  f a r  u n a b l e  t o  o b t a i n  r i g o r o u s  b o u n d s  o n  t h e  e r r o r  z ,  ( t )  -  G T x 2 ( t ) / 2 .  
I t  w o u l d  a l s o  b e  o f  i n t e r e s t  t o  i n v e s t i g a t e  t h e  a v e r a g i n g  e f f e c t  o f  o t h e r  t y p e s  o f  
OT - r e c u r r e n t  c o n t r o l s  a n d  t o  m a y b e  f o r m u l a t e  s o m e  s o r t  o f  p r o c e d u r e  f o r  c o n s t r u c t i n g  
OT - r e c u r r e n t  c o n t r o l s .  
F i n a l l y ,  s o m e  p o s s i b l e  t o p i c s  o f  f u t u r e  r e s e a r c h  i n t o  t r e m o r  s u p p r e s s i o n  a r e  d i s c u s s e d .  
I n  5 5  i t  w a s  s h o w n  b y  f i r s t  t r a n s f o r m i n g  t h e  E P  m o d e l  i n t o  t h e  E V P  m o d e l  a n d  t h e n  
u s i n g  t h e  d y n a m i c  c o n t r o l  r s  ( 1 )  =  a l b ( t ) ] ,  t h e  e f f e c t  o f  t r e m o r  o n  t h e  m o t i o n s  o f  C, c a n  
b e  s i g n i f i c a n t l y  a t t e n u a t e d .  H o w e v e r ,  t h e s e  r e s u l t s  r e l y  c r u c i a l l y  o n  t h e  a b i l i t y  t o  o b t a i n  
a n  a c c u r a t e  e s t i m a t e  o f  t h e  t r e m o r ,  b ( t ) .  T h e  n e e d  t o  e s t i m a t e  a n d  r e j e c t  p e r i o d i c  
d i s t u r b a n c e s  w i t h  u n k n o w n  f r e q u e n c y  a r i s e s  i n  v a r i o u s  i m p o r t a n t  a p p l i c a t i o n s  s u c h  a s  
a c t i v e  n o i s e  c o n t r o l  a n d  v i b r a t i o n  s u p p r e s s i o n .  A s  a  r e s u l t  n u m e r o u s  t e c h n i q u e s  a n d  
a l g o r i t h m s  h a v e  b e e n  d e v e l o p e d  f o r  j u s t  t h i s  p u r p o s e ,  s o m e  e x a m p l e s  o f  w h i c h  c a n  b e  
f o u n d  i n  [ 9 2 ] , [ 9 3 ] , 9 4 ] . T h e  a u t h o r  h a s  d e v e l o p e d  a  n u m b e r  o f  r o b u s t  e s t i m a t o r s ,  f o r  
c o n t i n u o u s l y  e s t i m a t i n g  t h e  t r e m o r ,  b ( t ) .  T h e  e s t i m a t o r ' s  a r e  d e v e l o p e d  o n  t h e  
a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  t r e m o r  c a n  b e  r e p r e s e n t e d  a s  t h e  o u t p u t  o f  t h e  f o l l o w i n g  d y n a m i c  
s y s t e m  
w i t h  b ( t )  =  q 2 ( t )  . T h e  f u n c t i o n  S  E  C ( % + ,  % )  r e p r e s e n t s  v a r i a t i o n s  i n  t h e  t r e m o r  
a m p l i t u d e  a n d  w  E  C ( % + ,  % + )  r e p r e s e n t s  t h e  u n k n o w n  t i m e  v a r y i n g  " f i - e q u e n c y " .  N o t e  
t h a t  t h e  s y s t e m  i n  ( 6 . 2 . 4 )  d e f i n e s  a  p a s s i v e  m a p  f o r m  S ( t )  t o  q 2 ( t ) .  T h i s  p r o p e r t y  
g r e a t l y  f a c i l i t a t e s  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  e s t i m a t o r s  a n d  t h e  s u b s e q u e n t  s t a b i l i t y  a n a l y s i s .  
T h e  i d e a  n o w  i s  t o  e s t i m a t e  t h e  s t a t e  o f  t h e  s y s t e m  ( 2 . 4 )  b a s e d  o n  m e a s u r e m e n t s  o f  t h e  
v e l o c i t y ,  x 2 ( t ) .  T h e  e s t i m a t o r s  d e v e l o p e d  b y  t h e  a u t h o r  a r e  e s s e n t i a l l y  a  c o n s t r a i n e d  
v e r s i o n  o f  t h e  p a s s i v e  o b s e r v e r s  d e v e l o p e d  i n  [ 9 5 ] .  T h e  r e s u l t  i s  a  s y s t e m  o f  d i f f e r e n t i a l  
e q u a t i o n s  c o u p l e d  w i t h  a  v a r i a t i o n a l  i n e q u a l i t y ,  n o t  t h a t  d i s s i m i l a r  t o  C  .  T h e  t h e o r e t i c a l  
a n d  n u m e r i c a l  i n v e s t i g a t i o n s  p e r f o r m e d  s o  f a r ,  s h o w  t h a t  t h e  e s t i m a t o r s  a r e  e x t r e m e l y  
w e l l  b e h a v e d  a n d  u n d e r  c e r t a i n  c o n d i t i o n s ,  c a n  o b t a i n  a n  e x p o n e n t i a l l y  c o n v e r g e n t  
e s t i m a t e  o f  b ( t )  .  T h e  a u t h o r  i s  c u r r e n t l y  a t t e m p t i n g  t o  d e v e l o p  e s t i m a t o r s  f o r  m o r e  
g e n e r a l  t r e m o r  r e p r e s e n t a t i o n s  t h a n  ( 6 . 2 . 4 ) .  I t  i s  h o p e d  t h a t  t h e s e  e s t i m a t o r s  w i l l  a l s o  
a c c o u n t  f o r  m o r e  c o m p l e x  i n t e n t i o n a l  m o t i o n s  t h a n  t h e  p o i n t - t o - p o i n t  m o t i o n s  
c o n s i d e r e d  i n  5 5 .  A n o t h e r  w o r t h w h i l e  t o p i c  u n d e r  i n v e s t i g a t i o n  i s  t h e  s i m u l t a n e o u s  
s u p p r e s s i o n  o f  t r e m o r  i n  t h e  e l b o w  a n d  s h o u l d e r ,  u s i n g  t w o  E R  f l u i d  d a m p e r s .  
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T r e m o r  S u p p r e s s i o n " .  I E E E  E n g i n e e r i n g  i n  M e d i c i n e  a n d  B i o l o g y  M a g a z i n e ,  
v 0 1 . 2 2 ,  p p . 1 2 0 - 1 2 3 ,  2 0 0 3 .  
[ 1 7 ]  E .  R o c o n ,  A .  R u i z ,  J .  P o n s ,  J .  B e l d a - L o i s ,  J .  S a n c h e z - L a c u e s t a .  " R e h a b i l i t a t i o n  
r o b o t i c s :  a  w e a r a b l e  e x o - s k e l e t o n  f o r  t r e m o r  a s s e s s m e n t  a n d  s u p p r e s s i o n " .  
P r o c e e d i n g s  o f  t h e  I E E E  I n t e r n a t i o n a l  C o n f e r e n c e  o n  r o b o t i c s  a n d  A u t o m a t i o n ,  
S p a i n ,  p p .  2 2 7 1 - 2 2 7 6 , 2 0 0 5 .  
[ 1 8 ]  R .  L o u r e i r o ,  J .  B e l d a - L o i s ,  E .  L i m a ,  J .  P o n s ,  J .  S a n c h e z - L a c u e s t a ,  W .  H a r w i n .  
" U p p e r  l i m b  t r e m o r  s u p p r e s s i o n  i n  A D L  v i a  a n  o r t h o s i s  i n c o r p o r a t i n g  a  
c o n t r o l l a b l e  d o u b l e  v i s c o u s  b e a m  a c t u a t o r " .  P r o c e e d i n g s  o f  t h e  I E E E  9 t h  
I n t e r n a t i o n a l  C o n f e r e n c e  o n  R e h a b i l i t a t i o n s  R o b o t i c s ,  U S A ,  p p .  1  1 9 -  1 2  1 , 2 0 0 5 .  
[ 1 9 ]  R .  L o u r e i r o ,  W .  H a r w i n .  " I m p r o v e m e n t s  i n  o r  r e l a t i n g  t o  d a m p i n g  
m e c h a n i s m s " ,  I n t e r n a t i o n a l  p a t e n t  n u m b e r  W O  2 0 0 6 1 0 5  1 3 0  1  A 1  ,  
1 8  M a y ,  2 0 0 6 .  
[ 2 0 ]  R .  S t a n w a y ,  J .  S p r o s t o n ,  A .  E l - W a h e d .  " A p p l i c a t i o n s  o f  e l e c t r o r h e o l o g i c a l  
f l u i d s  i n  v i b r a t i o n  c o n t r o l :  a  s u r v e y " .  
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r n a g n e t o r h e o l o g i c a l  d a m p e r " .  A S C E  J o u r n a l  o f  E n g i n e e r i n g  M e c h a n i c s ,  
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m a t e r i a l s :  m o d e r a t e  f r e q u e n c i e s " .  J o u r n a l  o f  R h e o l o g y ,  v o 1 . 3 5 ,  p p . 3 9 9 - 4 2 6 ,  
1 9 9 1 .  
[ 3 2 ]  R .  E h r g o t t ,  S .  M a s r i .  " M o d e l i n g  t h e  o s c i l l a t o r y  d y n a m i c  b e h a v i o u r  o f  
e l e c t r o r h e o l o g i c a l  f l u i d s  i n  s h e a r " .  S m a r t  M a t e r i a l s  a n d  S t r u c t u r e s ,  v o l .  1 ,  
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e l e c t r o r h e o l o g i c a l  l o n g  s t r o k e  d a m p e r :  A  n e w  m o d e l l i n g  t e c h n i q u e  w i t h  
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[ 3 5 ]  L .  J a n s e n ,  S .  D y k e .  " S e m i - a c t i v e  c o n t r o l  s t r a t e g i e s  f o r  m r  d a m p e r s  : a  
c o m p a r a t i v e  s t u d y "  .  A S C E  J o u r n a l  o f  E n g i n e e r i n g  M e c h a n i c s ,  v o 1 . 1 2 6 ,  p p .  
7 9 5 - 8 0 3 , 2 0 0 1 .  
[ 3 6 ]  G .  K a m a t h ,  N .  W e r e l e y .  " A  n o n l i n e a r  v i s c o e l a s t i c - p l a s t i c  m o d e l  f o r  
e l e c t r o r h e o l o g i c a l  f l u i d s , "  S m a r t  M a t e r i a l s  a n d  S t r u c t u r e s ,  v o l .  6 ,  p p . 3 5  1 - 3 5 8 ,  
1 9 9 7 .  
[ 3 7 ]  G .  M a u g i n .  T h e  t h e r r n o m e c h a n i c s  o f  p l a s t i c i t y  a n d  f r a c t u r e .  
C a m b r i d g e  U n i v e r s i t y  P r e s s ,  C a m b r i d g e  U . K . ,  1 9 9 2 .  
[ 3 8 ]  G .  M a u g i n .  T h e  t h e r m o m e c h a n i c s  o f  n o n l i n e a r  i r r e v e r s i b l e  b e h a v i o u r s .  
W o r l d  S c i e n t i f i c ,  S i n g a p o r e ,  1 9 9 9 .  
[ 3 9 ]  H .  Z i e g l e r .  A n  i n t r o d u c t i o n  t o  t h e r m o m e c h a n i c s ,  2 n d  E d .  
N o r t h - H o l l a n d  A m s t e r d a m ,  1 9 8 3 .  
[ 4 0 ]  P .  K r e j c i .  E v o l u t i o n  v a r i a t i o n a l  i n e q u a l i t i e s  a n d  m u l t i d i m e n s i o n a l  h y s t e r e s i s  
o p e r a t o r s .  I n :  N o n l i n e a r  D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s ,  R e s e a r c h  N o t e s  i n  
M a t h e m a t i c s ,  C h a p m a n  a n d  H a l l I C R C ,  L o n d o n ,  1 9 9 9 .  
[ 4 1 ]  J .  S i m o ,  T .  H u g h e s .  C o m p u t a t i o n a l  i n e l a s t i c i t y .  
[ 4 2 ]  N .  H o g a n .  " A d a p t i v e  c o n t r o l  o f  m e c h a n i c a l  i m p e d a n c e  b y  c o a c t i v a t i o n  o f  
a n t a g o n i s t  m u s c l e s " .  I E E E  T r a n s a c t i o n s  o n  A u t o m a t i c  C o n t r o l ,  v o 1 . 2 9 ,  
p p . 6 8  1 - 6 9 0 ,  1 9 8 4 .  
[ 4 3 ]  C .  A b u l - H a j ,  N .  H o g a n .  " F u n c t i o n a l  a s s e s s m e n t  o f  c o n t r o l  s y s t e m s  f o r  
c y b e r n e t i c  e l b o w  p r o s t h e s e s - p a r t l :  d e s c r i p t i o n  o f  t e c h n i q u e " .  I E E E  
T r a n s a c t i o n s  o n  B i o m e d i c a l  E n g i n e e r i n g ,  v o 1 . 3 7 ,  p p . 1 0 2 5 - 1 0 3 6 ,  1 9 9 0 .  
[ 4 4 ]  M .  K a w a t o .  " I n t e r n a l  m o d e l s  f o r  m o t o r  c o n t r o l  a n d  t r a j e c t o r y  p l a n n i n g " .  
C u r r e n t  O p i n i o n  i n  N e u r o b i o l o g y ,  v o 1 . 9 ,  p p . 7 1 8 - 7 2 7 ,  1 9 9 9 .  
[ 4 5 ]  P .  G r i b b l e ,  D .  O s t r y ,  V .  S a n g u i n e t i ,  R .  L a b o i s s i e r e .  " A r e  c o m p l e x  c o n t r o l  
s i g n a l s  r e q u i r e d  f o r  h u m a n  a r m  m o v e m e n t " .  T h e  A m e r i c a n  P h y s i o l o g i c a l  
S o c i e t y ,  p p . 1 4 0 9 - 1 4 2 4 ,  1 9 9 8 .  
[ 4 6 ]  R .  S h a d m e h r .  " T h e  e q u i l i b r i u m  p o i n t  h y p o t h e s i s  f o r  c o n t r o l  o f  p o s t u r e ,  
m o v e m e n t  a n d  m a n i p u l a t i o n " .  H a n d b o o k  o f  B r i a n  T h e o r y  a n d  N e u r a l  
N e t w o r k s ,  M I T  P r e s s ,  1 9 9 5 .  
[ 4 7 ]  R .  S h a d m e h r ,  F .  M u s s a - I v a l d i .  " A d a p t i v e  r e p r e s e n t a t i o n  o f  d y n a m i c s  d u r i n g  
l e a r n i n g  o f  a  m o t o r  t a s k " .  T h e  J o u r n a l  o f  N e u r o s c i e n c e ,  v o 1 . 1 4 ,  p p . 3 2 0 8 - 3 2 2 4  
1 9 9 4 .  
[ 4 8 ]  C .  B y r n e s ,  A .  I s i d o r i ,  J .  W i l l e m s .  " P a s s i v i t y ,  f e e d b a c k  e q u i v a l e n c e ,  a n d  t h e  
g l o b a l  s t a b i l i z a t i o n  o f  m i n i m u m  p h a s e  n o n l i n e a r  s y s t e m s "  .  I E E E  T r a n s a c t i o n s  
o n  A u t o m a t i c  C o n t r o l ,  v o 1 . 3 6 ,  p p .  1 2 2 8 - 1 2 4 0 ,  1 9 9 1 .  
[ 4 9 ]  W .  W i n s l o w .  " T r a n s l a t i n g  e l e c t r i c a l  i m p u l s e s  i n t o  m e c h a n i c a l  f o r c e " .  
U S  P a t e n t  n 0 . 2 ~ 4 1 7 ~ 8 5 ,  1 9 4 7 .  
[ 5 0 ]  W .  W i n s l o w .  " I n d u c e d  f i b r a t i o n  o f  s u s p e n s i o n s " .  
J o u r n a l  o f  A p p l i e d  P h y s i c s  .  v o l . 2 0 ,  p p .  1  1 3 7 - 1  1 4 0 ,  1 9 4 9 .  
[ 5 1 ]  Y .  H a n ,  S .  L i m ,  H .  L e e ,  S .  C h o i ,  H . C h o i .  " H y s t e r e s i s  i d e n t i f i c a t i o n  o f  
p o l y m e t h y l a n i l i n e  b a s e d  E R  f l u i d  u s i n g  t h e  p r e i s a c h  m o d e l " .  
M a t e r i a l s  a n d  D e s i g n ,  v o 1 . 2 4 ,  p p . 9 4 3 - 9 5 6 ,  2 0 0 3 .  
[ 5 2 ]  R .  L a r s o n .  T h e  s t r u c t u r e  a n d  r h e o l o g y  o f  c o m p l e x  f l u i d s .  
O x f o r d  U n i v e r s i t y  P r e s s ,  1 9 9 9 .  
[ 5 3 ]  M .  P a r t h a s a r a t h y ,  D .  K l i n g e n b u r g .  " E l e c t r o r h e o l o g y :  m e c h a n i s m s  a n d  m o d e l s " ,  
M a t e r i a l s  S c i e n c e  a n d  E n g i n e e r i n g .  R 1 7 ,  p p . 5 7 - 1 0 3 ,  1 9 9 6 .  
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b r a k e  a n d  i t s  a p p l i c a t i o n  t o  p a s s i v e  f o r c e  d i s p l a y " .  
J o u r n a l  o f  I n t e l l i g e n t  M a t e r i a l  S y s t e m s  a n d  S t r u c t u r e s ,  v o l .  1 3 ,  
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[ 5 5 ]  H .  G a v i n .  " C o n t r o l  o f  s e i s m i c a l l y  e x c i t e d  v i b r a t i o n  u s i n g  e l e c t r o r h e o l o g i c a l  
m a t e r i a l s  a n d  l y a p u n o v  m e t h o d s " .  I E E E  T r a n s a c t i o n s  o n  C o n t r o l  S y s t e m s  
T e c h n o l o g y ,  v o 1 . 9 ,  p p . 2 7 - 3 6 , 2 0 0 1 .  
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A p p e n d i x  A  
F u n c t i o n s  a n d  c o n v e x  a n a l y s i s  
S e c t i o n . 1  o f  t h i s  a p p e n d i x  p r e s e n t s  s o m e  s t a n d a r d  d e f i n i t i o n s  a n d  c l a s s i f i c a t i o n s  f o r  
f u n c t i o n s  o f  a  r e a l  v a r i a b l e ,  w h i l e  S e c t i o n . 2  p r e s e n t s  a  s u m m e r y  o f  s o m e  r e s u l t s  f r o m  
c o n v e x  a n a l y s i s ,  w h i c h  w i l l  b e  u s e d  t h r o u g h o u t  t h i s  t h e s i s .  
A . 1  F u n c t i o n  S p a c e s  
T h e  p u r p o s e  o f  h i s  s e c t i o n  i s  r e c a l l  s o m e  d e f i n i t i o n s  a n d  c l a s s i f i c a t i o n s  f o r  f u n c t i o n s  o f  
a  r e a l  v a r i a b l e .  T h e  m a t e r i a l  i s  s t a n d a r d  e n o u g h  a n d  c a n  b e  f o u n d  i n  m o s t  t e x t s  o n  r e a l  
a n a l y s i s ,  f o r  e x a m p l e  [ I ] .  
I n  w h a t  f o l l o w s ,  % "  i s  u s e d  t o  d e n o t e  t h e  n - d i m e n s i o n a l  r e a l  E u c l i d e a n  s p a c e  w i t h  
s c a l a r  p r o d u c t  ( x ,  y )  =  x T y  a n d  n o r m  1x1 =  f o r  y ,  x  E  % "  .  T h e  o n e  d i m e n s i o n a l  
E u c l i d i a n  s p a c e  c o n s i s t s  o f  a l l  r e a l  n u m b e r s  a n d  i s  d e n o t e d  b y  % .  T h e  s u b s e t  o f  
%  c o n s i s t i n g  o f  a l l  n o n n e g a t i v e  r e a l  n u m b e r s  i s  d e n o t e d  b y % + .  T h e  s u b s e t  [ a ,  b ]  c  W  i s  
t h e  c l o s e d  i n t e r v a l  a  I  x  I  b  ,  ( a ,  b )  c  %  i s  t h e  o p e n  i n t e r v a l  a  <  x  <  b  a n d  [ a ,  b )  c  %  i s  
t h e  h a l f - o p e n  i n t e r v a l  a  I  x  <  b  .  
L e t  J  c  %  b e  s o m e  i n t e r v a l .  A  s u b s e t  I  c  J i s  s a i d  t o  h a v e  m e a s u r e  z e r o  i f  f o r  e a c h  
E  >  0  
t h e r e  e x i s t s  a  c o u n t a b l e  f a m i l y  o f  i n t e r v a l s  I i  w i t h  l e n g t h  
E ,  >  0  s u c h  t h a t  
I  c  u m  I i  a n d  x *  E ~  <  E  .  T w o  f u n c t i o n s  f ,  g  :  J  H  W n  a r e  s a i d  t o  b e  e q u a l  a l m o s t  
1 = 1  I  = l  
e v e r y w h e r e  ( a . e . )  i f  t h e  s e t  { t  E  J  I  f  ( t )  f  g ( t ) )  h a s  m e a s u r e  z e r o .  I n  g e n e r a l  a  p r o p e r t y  
i s  s a i d  t o  h o l d  a l m o s t  e v e r y w h e r e  o r  a . e . ,  p r o v i d e d  i t  o n l y  f a i l s  o n  a  s e t  o f  m e a s u r e  z e r o .  
F o r  e x a m p l e ,  a  s e q u e n c e  o f  f u n c t i o n s  { A )  i s  s a i d  t o  c o n v e r g e  t o  a  f u n c t i o n  
f  :  J  H  ' 8 "  a l m o s t  e v e r y w h e r e  i f  t h e  s e t  { t  E  J  I  f i  ( t )  h 4  f  ( t ) )  h a s  m e a s u r e  z e r o .  A  
f u n c t i o n  f  :  J  H  9 3 ' '  i s  s a i d  t o  b e  m e a s u r a b l e  i f  t h e r e  e x i t s  a  s e q u e n c e  o f  p i e c e w i s e  
c o n s t a n t  f u n c t i o n s  { A ) ,  s u c h  t h a t  { A )  c o n v e r g e s  t o  f  a l m o s t  e v e r y w h e r e  a s  i  +  a .  
T h e  r e a d e r  u n f a m i l i a r  w i t h  L e b e s q u e  i n t e g r a t i o n  c a n  s u b s t i t u t e  " p i e c e w i s e  c o n t i n u o u s  
f u n c t i o n s "  f o r  " m e a s u r a b l e  f u n c t i o n s "  a n d  i n t e r p r e t  " a l m o s t  e v e r y w h e r e "  a s  
" e v e r y w h e r e  e x c e p t  a t  m o s t  o n  a  c o u n t a b l e  n u m b e r  o f  p o i n t s " .  
A  f u n c t i o n  f  :  J  H  W n  i s  s a i d  t o  b e  e s s e n t i a l l y  b o u n d e d  i f  i t  i s  m e a s u r a b l e  a n d  t h e r e  
e x i s t s  a  c o m p a c t  s e t  X  c  W n  ( c l o s e d  a n d  b o u n d e d )  s u c h  t h a t  f  ( t )  E  X  f o r  a l m o s t  a l l  
t  E  J .  T h e  s p a c e  o f  e s s e n t i a l l y  b o u n d e d  m e a s u r a b l e  f u n c t i o n s  f  :  J  H  W n  i s  d e n o t e d  
L, ( I ;  W n )  ,  w i t h  a s s o c i a t e d  n o r m  IIxll, =  i n f  { s u p ~ x ( t ) ~ ,  t  E J  \  M )  I  M  c  J ,  m e m ( M )  =  0 ) .  
b  
F o r  a  m e a s u r a b l e  f u n c t i o n  f  :  J  H  W n  ,  f  :  J  H  W n  ,  t h e  L e b e s q u e  i n t e g r a l  
f  ( s ) d s  
c a n  b e  d e f i n e d  v i a  t h e  l i m i t s  o f  i n t e g r a l s  o f  s u i t a b l e  s e q u e n c e s  o f  a p p r o x i m a t i n g  
p i e c e w i s e  c o n s t a n t s  f u n c t i o n s .  A n  i n t e g r a b l e  f u n c t i o n  i s  o n e  f o r  w h i c h  P I  f  ( s ) l d s  i s  
f i n i t e .  L ,  ( J ; W n )  i s  t h e  s p a c e  o f  i n t e g r a b l e  f u n c t i o n s  f  :  J  t +  W n  e n d o w e d  w i t h  n o r m ,  
1 1  f  1 1 ,  =  f  ( s ) l d s  .  S i m i l a r l y  L ,  ( J ;  W n )  ,  p  E  ( 1 , m )  c o n s i s t s  o f  a l l  m e a s u r a b l e  f u n c t i o n s  
1  
f  :  J  H  W n  f u n c t i o n s  s u c h  t h a t  1 1  f  1 1  =  ( 0  ( S ) ~ p  d S ) ' .  
P  
A  f u n c t i o n  f  :  J  H  W n  i s  s a i d  t o  b e  c o n t i n u o u s  a t  a  p o i n t  t  E  J ,  i f  f o r  e a c h  E  >  0 ,  t h e r e  
e x i s t s  a  B ( s , t )  >  0  s o  t h a t  I f  ( t )  -  f  ( r ) l <  s  f o r  a l l  r  E  J ,  s u c h  t h a t  It - 7 1  <  S ( E ,  t )  .  A  
f u n c t i o n  f  :  J  +  W n  i s  s a i d  t o  b e  c o n t i n u o u s  o n  J  o r  f  E  C ( J ; W n )  ,  i f  i t  i s  c o n t i n u o u s  
a t  e a c h  p o i n t  o f  t h e  i n t e r v a l  J .  I t  i s  s a i d  t o  b e  u n i f o r m l y  c o n t i n u o u s  o n  J  i f  6 ( ~ , t )  > 0  
i n  t h e  a b o v e  d e f i n i t i o n  d e p e n d s  o n l y  o n  E  >  0 .  T h e  s p a c e  C m ( J ; W n ) c o n s i s t s  o f  
c o n t i n u o u s  f u n c t i o n s  f  :  J  t +  W n  ,  w i t h  c o n t i n u o u s  d e r i v a t i v e s  o r  o r d e r  r n  ,  i . e .  
d ' "  f  / d t n '  E  C ( J ; W n ) .  
A  f u n c t i o n  f  :  J  H  W n  i s  s a i d  t o  b e  l o c a l l y  L i p s c h i t z  c o n t i n u o u s  i f  f o r  e a c h  t  E  J t h e r e  
e x i s t s  t w o  c o n s t a n t s  , S  >  0  ,  S O  t h a t  1  f  ( t )  -  f  ( r ) l <  K ~  It -  rl f o r  a l l  r  E  J  s u c h  t h a t  
It - T I <  S  .  I t  i s  s a i d  t o  b e  L i p s c h i t z  c o n t i n u o u s ,  o r  f  E  C o 2 '  ( J ;  W n )  i f  t h e r e  e x i s t s  a  
c o n s t a n t  K ~  >  0  s u c h  t h a t  1  f  ( t )  -  f  ( r ) l  <  It -  r l  f o r  a l l  t , r  E  J  .  I f  f  E  C '  ( J ;  W n )  
t h e n  f  i s  a t  l e a s t  l o c a l l y  L i p s c h i t z  c o n t i n u o u s .  I f  a l s o  J  i s  c o m p a c t ,  t h e n  
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f  E  C ' , '  ( J ;  g n ) .  T h e  s p a c e  f  E  c " , '  ( J ;  % "  )  c o n s i s t s  o f  t h e  f u n c t i o n s  f  E  C m  ( J ;  R n )  
f o r  w h i c h  t h e  m t h  d e r i v a t i v e  i s  L i p s c h i t z  c o n t i n u o u s .  L i p s c h i t z  c o n t i n u o u s  h a v e  t h e  
p l e a s a n t  p r o p e r t y  t h a t  t h e y  a r e  d i f f e r e n t i a b l e  a l m o s t  e v e r y w h e r e .  
A  f u n c t i o n  f  :  J  H  R n  d e f i n e d  o n  a  c o m p a c t  i n t e r v a l  f  :  J  H  R n  
i s  s a i d  t o  b e  
a b s o l u t e l y  c o n t i n u o u s  i f  f o r  e a c h &  >  0 ,  t h e r e  e x i s t s  a  S  >  0  s u c h  t h a t  
x i = , l  f  ( 4 )  -  f  ( a , ) (  <  E  f o r  e v e r y  s y s t e m  o f  p a i n v i s e  d i s j o i n t  s u b i n t e r v a l s  
( a , ,  b, )  c  J  w i t h  x n  ( b ,  -  a , )  c  S  .  T h e  s p a c e  o f  a b s o l u t e l y  c o n t i n u o u s  f u n c t i o n s  
k = l  
f  :  J  H  8 "  i s  d e n o t e d  A C ( J ; 9 I n ) .  I f  J  i s  s e m i - i n f i n i t e ,  s a y  % +  ,  t h e n  f  :  % +  H  ' S i n  
i s  s a i d  t o  b e l o n g  t o  A C ( % + ; ' S i n )  i f  t h e  a b o v e  d e f i n i t i o n  h o l d s  o n  e a c h  c o m p a c t  
s u b i n t e r v a l  J k  c  % + .  F o r  e v e r y  a b s o l u t e l y  c o n t i n u o u s  f u n c t i o n  f  :  J  H  9 3 "  a n d  o n  
e a c h  s u b i n t e r v a l  [ a ,  b ]  c  J  ,  t h e r e  e x i t s  a  f u n c t i o n  f  E  L ,  ( [ a ,  b ] ; s n )  s u c h  t h a t  
f  ( t )  =  l i r n h , o  ( f  ( t  +  h )  -  f  ( t ) ) / h  f o r  a l m o s t  a l l  t  E  [ a ,  b ]  .  O r  e q u i v a l e n t l y  
f  ( t )  -  f  ( r )  =  f  f  ( s ) d s  f o r  a l l  t ,  r  E  [ a ,  b ]  .  F o r  c o m p a c t  i n t e r v a l s  J  =  [ a ,  b ]  ,  t h e  n o r m  
b  
a s s o c i a t e d  w i t h  A C ( J ; R n )  i s  g i v e n  b y  1 1  f  l , =  1  f  ( a ) l +  
1  f  ( s ) l d s  .  N o t e  t h a t  a  
L i p s c h i t z  f u n c t i o n  f  :  J  t+ % "  i s  a b s o l u t e l y  c o n t i n u o u s  a n d  a n  a b s o l u t e l y  c o n t i n u o u s  
f u n c t i o n  i s  L i p s c h i t z  i f  i t  h a s  a n  e s s e n t i a l l y  b o u n d e d  d e r i v a t i v e .  
T h e  f o l l o w i n g  t w o  i n e q u a l i t i e s  w i l l  p r o v e  u s e f u l  i n  s t u d y i n g  s t a b i l i t y  p r o p e r t i e s  i n  $ 4  
a n d  $ 5 .  
Y o u n g ' s  i n e a u a l i t v :  S u p p o s e  t h a t  p ,  q  E  ( 1 , c o )  a n d  l / p  +  l / q  =  1 .  T h e n  
1  1  
~ X ~ ~ < - K ~ I X I ~ + - I ~ ( V ,  ' d x , y ~ % ,  ' d K > O .  
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H o l d e r s ' s  I n e a u a l i t v :  L e t  p ,  q  E  [ l , ~ ]  a n d  l i p  +  l / q  =  1  ( n o t e  i f  p  =  1  t a k e  q  =  o ~  ) .  
L e t  f  E  L p ( R + ; R n )  a n d  g  E  L q ( % + ; ' S i n )  t h e n  f o r  a l l  t  E  R +  
I n  p r o v i n g  s o m e  o f  t h e  e x i s t e n c e  r e s u l t s  i n  § C  t h e  f o l l o w i n g  w e l l  k n o w n  r e s u l t s  w i l l  b e  
n e e d e d .  T h e  f i r s t  i s  t h e  w e l l  k n o w  A r z e l a  c o m p a c t n e s s  t h e o r e m .  R e c a l l  t h a t  a  f a m i l y  o f  
r e a l  v a l u e d  f u n c t i o n s  X  E  C ( [ a ,  b ] ;  % " )  i s  c a l l e d  e q u i c o n t i n u o u s  i f ,  g i v e n  e  >  0 ,  t h e r e  
e x i t s  a  S  >  0  s u c h  t h a t  ( x n  ( a ' )  -  x n  ( b ' ) l <  E  f o r  e a c h  x n  E  X  w h e n e v e r  a ' ,  b ' ~  [ a ,  b ]  a n d  
T h e o r e m  A . l . l  [ I ]  ( A r z e l a )  I f  a  s e t  X  c  C ( [ a , b ] ; i R n )  i s  u n i f o r m l y  b o u n d e d  a n d  
e q u i c o n t i n u o u s ,  t h e n  i t  c o n t a i n s  a  u n i f o r m l y  c o n v e r g e n t  s u b s e q u e n c e  x n  E  X ,  n  =  1 , 2 . .  .  ;  
t h a t  i s ,  t h e r e  e x i s t s  x  E  C ( [ a ,  b ] ;  W  n ,  s u c h  t h a t  l l x n  -  X I (  +  0  a s  n  +  m  .  
w  
T h e o r e m  A . 1 . 2  [ 2 ]  L e t  A  c  9 "  b e  a  c o n v e x  c o m p a c t  s e t .  A s s u m e  t h a t  
x n  E  A C ( [ a , b ] ; 9 1 n )  i s  a  s e q u e n c e  s u c h  t h a t  x n ( t )  +  x ( t )  f o r  a l l  t  E  [ a , b ]  a n d  
x n  ( t )  E  A  f o r  a l m o s t  a l l  t  E  [ a ,  b ]  . T h e n  x  6  A C ( [ a ,  b ] ;  9 1 n )  a n d  x ( t )  E  A  a l m o s t  
e v e r y w h e r e .  
T h e  n e x t  t w o  r e s u l t s  a r e  k n o w  a s  t h e  c o n t i n u o u s  a n d  d i s c r e t e  G r o n w a l l  i n e q u a l i t i e s  a n d  
c a n  b e  f o u n d  i n  m o s t  b o o k s  d e a l i n g  w i t h  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .  
T h e o r e m  A . 1 . 3  [ 3 ]  I f  r , a  a r e  r e a l  v a l u e d  a n d  c o n t i n u o u s  f o r  a l l  t  E  [ a ,  b ]  ,  P ( t )  2  0  i s  
i n t e g r a b l e  o n  [ a ,  b ]  a n d  
r ( t ) l a ( t ) +  I ( p ( s ) r ( s ) d s ,  V t ~ [ a , b ]  
t h e n  
r ( t ) < a ( t ) + I ( ~ ( s ) a ( s ) e x ~ ( j : ~ ( u ) d u ) d s ,  V t e [ a , b ] .  
T h e o r e m  A . 1 . 4  [ 3 ]  I f  r , ,  ,  r ,  ,  r ,  ,  .  .  .  r ,  i s  a  n o n n e g a t i v e  s e q u e n c e  o f  n u m b e r s  w i t h  a n d  
S , 2 0 ,  
A ,  2 O f o r  k = 0 , 1 , 2  , . . . ,  n - 1 ,  t h e i f  
r k + l  < ( l + S k ) r k  + A k y  k ~ o y ~ y ~ y ~ ~ ~ y ~ ~ ~  
i t  f o l l o w s  t h a t  i f  r, =  0  t h e n  
r n <  e x p  x 6 ,  Z A ,  
(  ( :  :I), 
A . 2  E l e m e n t s  o f  c o n v e x  a n a l v s i s  
T h e  p u r p o s e  o f  t h i s  s e c t i o n  i s  t o  r e c a l l  s o m e  b a s i c  d e f i n i t i o n s  a n d  r e s u l t s  f r o m  c o n v e x  
a n a l y s i s .  T h e  m a t e r i a l  p r e s e n t  b e l o w  i s  t a k e n  f r o m  [ 4 ] ,  [ 5 ]  a n d  [ 6 ] .  
L e t  C  b e  a  s u b s e t  o f  % "  .  T h e  i n t e r i o r ,  c l o s u r e  a n d  b o u n d a r y  o f  C  a r e  d e n o t e d  b y  i n t  C ,  
c l C  a n d  b d C  .  A  n o n e m p t y  s u b s e t  C  c  3 "  i s  s a i d  t o  b e  c o n v e x  i f  f o r  a n y  x ,  y  E  C  a n d  
a  E  [ 0 , 1 ]  t h e n  x a  +  ( 1  -  a ) y  E  C  .  A  n o n e m p t y  s u b s e t  K  c  % " i s  s a i d  t o  b e  a  c o n e  i f  
a l o n g  w i t h  a n y  e l e m e n t  x  E  K  i t  c o n t a i n s  t h e  e l e m e n t  ax E  K  f o r  a l l  a  2  0  .  
L e t  C  c  l S "  b e  a  c l o s e d  c o n v e x  s e t  s u c h  t h a t  0  E  C  .  F o r  e a c h  x  E  l S n  t h e r e  e x i s t s  a  
p o i n t  z  E  C  s u c h  t h a t  i x  -  z (  =  d i s t ( x ;  C )  =  m i n  { x  -  y l  1  y  E  C }  .  I t  i s  t h u s  p o s s i b l e  t o  d e f i n e  
t h e  p r o j e c t i o n  o p e r a t o r  Q ( . ;  C )  :  -+ C  a n d  i t s  c o m p l e m e n t  P ( x ;  C )  =  x  -  Q ( x ;  C )  f o r  
a l l  x  E  3 "  ,  b y  t h e  f o r m u l a e  Q ( x ; C )  E  C  a n d  ( P ( x ; c ) (  =  d i s t ( x ; C )  f o r  a l l  x  E  % " .  T h e s e  
o p e r a t o r s  h a v e  t h e  f o l l o w i n g  u s e f u l  p r o p e r t i e s  
W h e n  c o n s i d e r i n g  % ,  t h e  c l o s e d  c o n v e x  s u b s e t s  a r e  t h e  c l o s e d  i n t e r v a l s  
[ - r ,  r ]  c  % ,  r  >  0 .  F o r  s i m p l i c i t y  t h e  c o r r e s p o n d i n g  p r o j e c t i o n  p a i r  w i l l  b e  d e n o t e d  
Q ( x ; r )  a n d  P ( x ; r )  .  I n  t h i s  c a s e  t h e  f o l l o w i n g  f o r m u l a e  h o l d  
Q ( x ;  r )  =  m i n ( r ,  m a x ( - r ,  x ) )  a n d  P ( x ;  r )  =  m a x ( x  -  r ,  m i n ( x  +  r , O ) )  a l o n g  w i t h  t h e  
p r o p e r t i e s  ,  f o r  x ,  y  E  %  a n d  s ,  r  >  0  
C o n v e x  f u n c t i o n s  w i l l  b e  c o n s i d e r e d  n e x t .  I t  w i l l  b e  c o n v e n i e n t  t o  c o n s i d e r  t h e  e x t e n d e d  
r e a l  n u m b e r s  3  =  3  U  { m ) ~  { -  c o ) .  F o r  e a c h  f u n c t i o n  f  :  l S n  H  R ,  t h e  s e t  
d o m (  f )  =  
E  9 3 "  I  f  ( x )  <  m }  i s  c a l l e d  t h e  e f f e c t i v e  d o m a i n  o f  f  .  T h e  e p i g r a p h  o f  f  
d e n o t e d  e p i (  f )  i s  t h e  s e t  o f  o r d e r e d  p a i r s  e p i (  f )  =  k x ,  a )  E  8 "  x  l S  1  f  ( x )  i  a } .  A  
f u n c t i o n  f  :  % "  H  3  i s  c a l l e d  p r o p e r  i f  f  ( x )  <  m  f o r  a t  l e a s t  o n e  p o i n t  x  E  % "  a n d  
f  ( x )  >  - m  f o r  a l l  x  E  W n  .  A  f u n c t i o n  f  :  9 3 "  H  s  i s  s a i d  t o  b e  p o s i t i v e l y  h o m o g e n o u s  
o f  d e g r e e  p > O  i f  f ( m )  = a P  f ( x )  f o r  a l l  a >  0  a n d x ~  W n .  A  f u n c t i o n  f  : W n  H %  
i s  s a i d  t o  b e  c o n v e x  i f  e p i ( f )  i s  a  c o n v e x  s e t  i n  9 3 "  x  W  .  E q u i v a l e n t l y ,  a  p r o p e r  
f u n c t i o n  f  :  W n  H  
i s  s a i d  t o  b e  c o n v e x  i f  
f  ( h  +  ( 1  -  Q ) Y )  B f ( x )  +  ( 1  - @ I f  ( Y ) ,  
( A . 2 . 3 )  
f o r  a l l  x ,  y  E  9 I n  a n d  a  E  [ 0 , 1 ]  .  F u r t h e r m o r e ,  a  c o n v e x  f u n c t i o n  i s  s a i d  t o  l o w e r  
s e m i c o n t i n u o u s  o r  l s c  i f  e p i (  f )  i s  a  c l o s e d  c o n v e x  s e t  i n  ! R n  x  9 3  .  
T w o  v e r y  u s e f u l ,  t h o u g h  u n u s u a l ,  c o n v e x  f u n c t i o n s  a r e  t h e  i n d i c a t o r  f u n c t i o n  o f  t h e  
c o n v e x  s e t  C  c  W n  
0 ,  X E C ,  
I  ( x ;  C )  =  
+ m ,  x e c ,  
a n d  t h e  s u p p o r t  f u n c t i o n  o f  t h e  c o n v e x  s e t  C  c  W n  
S ( x ;  C )  =  s u p { ( x y  i )  I  Z  c } .  
( A . 2 . 5 )  
C l e a r l y  t h e  s u p p o r t  f u n c t i o n  i s  p o s i t i v e l y  h o m o g e n e o u s  o f  d e g r e e  o n e .  
A n  i m p o r t a n t  a s p e c t  o f  c o n v e x  a n a l y s i s  i s  t h a t  o f  d u a l i t y .  F o r  a  p r o p e r ,  l s c  c o n v e x  
h n c t i o n  f  :  ' 9 3 "  H  a ,  t h e  c o n j u g a t e  f u n c t i o n  f  *  o f  f  ( o r  L e g e n d r e  o r  L e g e n d r e -  
F e n c h e l  t r a n s f o r m )  i s  d e f i n e d  b y  
f * ( x * )  = s u p j ( x * , x ) - f ( x ) ~  X E  s n ]  ( A . 2 . 6 )  
I f  f  i s  a  p r o p e r ,  l s c  c o n v e x  f u n c t i o n ,  t h e n  s o  i s  f  *  a n d  ( f  * r  =  f "  =  f  .  F o r  e x a m p l e ,  
i f f  ( x )  =  l i p  c : = ,  l x i l P ,  e  ( 1 ,  m )  ,  t h e n  f  *  ( x * )  =  l l q  ~ " x : l ~  I = ]  w i t h  l / q  +  l / p  =  1  .  A l s o  
t h e  s u p p o r t  f u n c t i o n  o f  t h e  c o n v e x  s e t  C  c  W n  ( A . 2 . 5 )  i s  t h e  c o n j u g a t e  o f  t h e  i n d i c a t o r  
f u n c t i o n  ( A . 2 . 4 )  a n d  v i c e  v e r s a .  
T h e  c a l c u l u s  o f  c o n v e x  f u n c t i o n s  w i l l  b e  c o n s i d e r e d  n e x t . .  L e t  f  :  W n  H  b e  a  
c o n v e x  f u n c t i o n  f i n i t e  a t  x  E  X n  ,  t h e  s e t  ( p o s s i b l y  e m p t y )  
~ f ( x ) = { ~ ~ ~ ~ I f ( y ) - f ( x ) ~ ( z ~ y - x ) , ~ ~ ~ ~ ~ )  ( A . 2 . 7 )  
i s  t h e  s u b d i f f e r e n t i a l  o f  f a t  x  E  X n  .  T h e  e l e m e n t s  o f  i3f ( x )  a r e  c a l l e d  t h e  s u b g r a d i e n t s  
o f  f a t  x  E  ! ) I n .  I f  f  i s  d i f f e r e n t i a b l e  a t  x  t h e n  i3f ( x )  =  Vf ( x )  .  
I f  f  c o n v e x  a n d  f i n i t e  a t  x  E  % " ,  t h e n  df ( x )  i s  a  c l o s e d  c o n v e x  s e t .  I f  i n  a d d i t i o n  f  i s  
c o n t i n u o u s  a t  
x  E  S n ,  t h e n  
df ( x )  i s  n o n e m p t y ,  c o m p a c t ,  c o n v e x  s e t .  
S i m i l a r  t o  
F e r m a t ' s  t h e o r e m  f o r  d i f f e r e n t i a b l e  f u n c t i o n s ,  a  p o i n t  T  E  S n  m i n i m i s e s  t h e  c o n v e x  
f u n c t i o n  i f  a n d  o n l y  i f  0  E  df ( x )  .  A n o t h e r  i m p o r t a n t  p r o p e r t y  i s  t h a t  t h e  s u b d i f f e r e n t i a l  
o f  a  c o n v e x  f b n c t i o n  i s  a  m o n o t o n e  o p e r a t o r ,  i n  t h e  s e n s e  t h a t  
( ~ f ( ~ > - ~ f ( ~ > , x - ~ ) ~ o ,  v x y Y e % " -  ( A . 2 . 8 )  
A  v e r y  i m p o r t a n t  r e s u l t  i n  c o n v e x  c a l c u l u s  i s  t h e  M o r e a u - R o c k a f e l l a r  t h e o r e m  w h i c h  
s t a t e s  t h a t  ;  i f  J ;  a n d  f ,  a r e  t w o  c o n v e x ,  I s c  f u n c t i o n s  a n d  t h e r e  e x i s t s  a  p o i n t  w h e r e  
b o t h  f u n c t i o n s  a r e  f i n i t e  a n d  a t  l e a s t  o n e  i s  c o n t i n u o u s ,  t h e n  
a ( f i  ( X I  +  f ~  ( X I )  =  ( X I  +  d f 2  ( X I  
( A . 2 . 9 )  
f o r  a l l  x  E  d o m ( J ; )  n  d o m ( f , )  .  
I n  t e r m s  o f  c o n j u g a t e  f u n c t i o n s ,  i f  f  * i s  t h e  c o n j u g a t e  o f  t h e  a  p r o p e r ,  l s c ,  c o n v e x  
f u n c t i o n  f  g i v e n  b y  ( A . 2 . 6 ) ,  t h e n  
x *  ~ d f ( x ) a  x e d f * ( x * ) .  ( A . 2 . 1 0 )  
T h i s  r e s u l t  p r o v i d e s  a  u s e h l  m e a n s  o f  c o n s t r u c t i n g  t h e  c o n j u g a t e  f u n c t i o n  f  * .  T h a t  i s  ,  
c a l c u l a t e  df ( x )  ,  i n v e r t  i t  a n d  t h e n  i n t e g r a t e  t o  f i n d  f  *  .  
F o r  t h e  s p e c i a l  c a s e  o f  t h e  i n d i c a t o r  f u n c t i o n  ( A . 2 . 4 ) ,  t h e  s u b d i f f e r e n t i a l  
d I ( x ;  C )  c o r r e s p o n d s  w i t h  t h e  n o r m a l  c o n e  N ( x ; C )  ,  t o  t h e  c o n v e x  s e t  C  a t  x  
N ( x ; c ) = { z E % "  ~ ( z , x - q ) > ~ , ~ q t ~ )  ( A . 2 . 1 1 )  
I f  x  E  i n t  C  t h e n  N ( x ; C )  =  0 ,  w h e r e  a s  i f  x  E  b d C  ,  t h e n  N ( x ; C )  c o n s i s t s  o f  t h e  c o n e  o f  
o u t w a r d  n o r m a l ' s  t o  C  a t  x  .  F o r  s e t s  o f  t h e  f o r m [ - r , r ] , r  2  0 ,  t h e  n o r m a l  c o n e  w i l l  b e  
d e n o t e d  b y  N ( x ; r )  .  
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A p p e n d i x  B  
L i a p u n o v  s t a b i l i t y :  p r i n c i p l e  t h e o r e m s  a n d  
d e f i n i t i o n s  
B . l  P r i n c i p l e  L i a p u n o v  t h e o r e m s  
T h e  p u r p o s e  o f  t h i s  a p p e n d i x  i s  t o  b r i e f l y  s u m m a r i z e  t h e  m a i n  s t a b i l i t y  d e f i n i t i o n s  a n d  
t h e o r e m s  r e l a t i n g  t o  s t a b i l i t y  i n  t h e  s e n s e  o f  L i a p u n o v .  T h e  m a t e r i a l  t o  b e  p r e s e n t e d  h a s  
b e  t a k e n  f r o m  t h e  e x c e l l e n t  t e x t b o o k s  [ I ] ,  [ 2 ]  a n d  [ 3 ] ,  t o  w h i c h  t h e  r e a d e r  i s  r e f e r r e d  t o  
f o r  t h e  p r o o f s  a n d  f u r t h e r  d e t a i l s .  A l l  t h e  r e s u l t s  w i l l  b e  p r e s e n t e d  f o r  t h e  
n o n a u t o n o m o u s  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  
x  =  F ( t , x )  ( B . 1 )  
w h e r e  F  :  % +  x  % "  H  5 R n  .  T h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  i s  a s s u m e d  t o  h a v e  a  u n i q u e  
s o l u t i o n  x ( t )  =  x ( t ;  t o ,  x ( t o ) )  ,  x ( 0 ;  t o ,  x ( t o ) )  =  x ( t o )  , d e f i n e d  f o r  V t  2  0  .  T h e  o r i g i n  i s  s a i d  
t o  b e  a n  e q u i l i b r i u m  p o i n t  f o r  ( B . I ) ,  i f  F ( t , O )  =  0  f o r  a l l  t  2  0 .  
T h e  p r i n c i p l e  L i a p u n o v  s t a b i l i t y  d e f i n i t i o n s ,  c a n  b e  s t a t e d  a s  f o l l o w s .  
D e f i n i t i o n  B . l :  T h e  e q u i l i b r i u m  p o i n t  x  =  0  o f  ( B . l )  i s  
S :  s t a b l e ,  i f  f o r  e a c h  E  >  0 ,  t h e r e  e x i s t s  a  S ( & , t O )  >  0  s u c h  t h a t  
U S :  u n i f o r m l y  s t a b l e ,  i f  f o r  e a c h  E  >  0 ,  t h e r e  e x i s t s  a  S ( E )  >  0 ,  i n d e p e n d e n t  o f  
t o ,  s u c h  t h a t  0 3 . 2 )  h o l d s .  
A S :  a s y m p t o t i c a l l y  s t a b l e ,  i f  t h e r e  e x i s t s  a  p o s i t i v e  c o n s t a n t  c  =  c ( t o )  ,  s u c h  t h a t  
x ( t )  + +  0 a s  t  - +  c r ; ,  ,  f o r  a l l  I x ( t o ) l  <  c  .  
U A S :  u n i f o r m l y  a s y m p t o t i c a l l y  s t a b l e ,  i f  i t  i s  u n i f o r m l y  s t a b l e  a n d  t h e r e  i s  a  
p o s i t i v e  c o n s t a n t  c  ,  i n d e p e n d e n t  o f  t o ,  s u c h  t h a t  f o r  e a c h  7  >  0 ,  t h e r e  e x i s t s  a  
T ( r )  >  0  s u c h  t h a t  
G A S :  g l o b a l l y  a s y m p t o t i c a l l y  s t a b l e ,  i f  i t  i s  s t a b l e  a n d  e v e r y  s o l u t i o n  o f  ( B . l )  
t e n d s  t o  z e r o  a s  t  +  o o  .  
G U A S :  g l o b a l l y  u n i f o r m l y  a s y m p t o t i c a l l y  s t a b l e  i f ,  i f  i t  i s  u n i f o r m l y  s t a b l e  a n d  
f o r  a n y  p o s i t i v e  c o n s t a n t s  c ,  7  >  0 ,  t h e r e  e x i s t s  a  T ( q ,  c )  >  0  s u c h  t h a t  
I x ( t ) (  <  r l ,  v t  2  to +  T ( r l  Y  4 ,  v l x ( t o ) l <  c  -  
E S :  e x p o n e n t i a l l y  s t a b l e ,  i f  t h e r e  e x i s t s  p o s i t i v e  c o n s t a n t s  p  , q  a n d  a  s u c h  t h a t  
I x ( t ) l <  r l l x ( t o ) ) e - " ' t - "  V t  2  t o  2  O y  v l x ( t o ) 1  5  p .  ( B  . 4 )  
G E S :  g l o b a l l y  e x p o n e n t i a l l y  s t a b l e ,  i f  ( 4 )  i s  s a t i s f i e d  f o r  a n y  i n i t i a l  s t a t e  x ( t o )  .  
F o r  a u t o n o m o u s  a n d  p e r i o d i c  s y s t e m s  s t a b i l i t y  a n d  a s y m p t o t i c  s t a b i l i t y  a r e  
e q u i v a l e n t  t o  u n i f o r m  s t a b i l i t y  a n d  u n i f o r m  a s y m p t o t i c  s t a b i l i t y  r e s p e c t i v e l y .  
( t h e  s a m e  h o l d s  f o r  g l o b a l  n o t i o n s ) .  
T h e  p r i n c i p l e  t h e o r e m s  r e l a t i n g  t o  L i a p u n o v - l i k e  s t a b i l i t y  a r e  g r e a t l y  s i m p l i f i e d  u s i n g  
t h e  n o t i o n s  o f  c l a s s  K  a n d  c l a s s  K L  f u n c t i o n s .  
D e f i n i t i o n  B . 2 :  A  c o n t i n u o u s  f u n c t i o n  a  :  [ O , a )  I+ [ O , o o )  i s  s a i d  t o  b e l o n g  t o  c l a s s  K  ,  
i f  i t  i s  i n c r e a s i n g  a n d  
a ( 0 )  =  0  .  I t  i s  s a i d  t o  b e l o n g  t o  c l a s s  K ,  i f  a  =  
a n d  
a ( r )  +  o o  a  r  - +  a .  
D e f i n i t i o n  B . 3 :  A  c o n t i n u o u s  f u n c t i o n  , B  :  [ 0 ,  a )  x  [ 0 ,  o o )  H  [ 0 ,  oo) i s  s a i d  t o  b e l o n g  t o  
c l a s s  K L  i f ,  f o r  e a c h  f i x e d  s  ,  t h e  m a p p i n g  P ( r ,  s )  b e l o n g s  t o  c l a s s  K  w i t h  r e s p e c t  t o  r  
a n d  ,  f o r  e a c h  f i x e d  r ,  t h e  m a p p i n g  P ( r , s )  i s  a  d e c r e a s i n g  f u n c t i o n  o f  s a n d  
P ( r ,  s )  4  0  a s  s  +  o o  .  I t  i s  s a i d  t o  b e l o n g  t o  c l a s s  K L ,  i f ,  i n  a d d i t i o n ,  f o r  e a c h  f i x e d  s  ,  
t h e  m a p p i n g  P ( r ,  s )  b e l o n g s  t o  c l a s s  K ,  w i t h  r e s p e c t  t o  r  .  
D e f i n i t i o n  B . 4 :  A  f u n c t i o n  V  :  9 1 n  x  % +  w  9 I  i s  s a i d  t o  b e  l o c a l l y  p o s i t i v e  d e f i n i t e  i f  i t  
i s  c o n t i n u o u s ,  V ( 0 , t )  =  0 ,  V t  2  0  a n d  i f  t h e r e  e x i s t s  a  c o n s t a n t  r  >  0  a n d  a  f u n c t i o n  a ,  o f  
c l a s s  K ,  s u c h  t h a t  a ,  1 x 1 )  5  V ( x ,  t ) ,  V t  >  0 ,  V x  ' x a  B ( 0 ;  r )  .  V  i s  p o s i t i v e  d e f i n i t e  i f  t h e  
p r e v i o u s  d e f i n i t i o n  h o l d s  w i t h  r  =  o o  .  V  i s  r a d i a l l y  u n b o u n d e d  i f  i t  i s  p o s i t i v e  d e f i n i t e  
a n d  c q  i s  o f  c l a s s  K ,  .  V  i s  n e g a t i v e  d e f i n i t e  i f  -  V  i s  p o s i t i v e  d e f i n i t e .  V  i s  d e c r e s c e n t  
i f  t h e r e  e x i s t s  a  c o n s t a n t  r  >  0  a n d  a  f u n c t i o n  a 2 0 f  c l a s s  K ,  s u c h  t h a t  
~ ( x ,  t )  i  a ,  1 x 1 ) ~  ~ t  2  0 ,  v x  E  B ( O ;  r )  .  
D e f i n i t i o n  5  L e t  V  :  W n  x  W  H  9Z b e  c o n t i n u o u s l y  d i f f e r e n t i a b l e  w i t h  r e s p e c t  t o  a l l  o f  i t s  
a r g u m e n t s  a n d  l e t  V V d e n o t e  t h e  g r a d i e n t  w i t h  r e s p e c t  t o x .  T h e n  t h e  f u n c t i o n  
v  :  W n  x  % +  3  W  i s  d e f i n e d  b y  
a n d  i s  c a l l e d  t h e  d e r i v a t i v e  V  a l o n g  t h e  t r a j e c t o r i e s  o f  C  .  
T h e  m a i n  L i a p u n o v  s t a b i l i t y  t h e o r e m s  u s e d  i n  t h i s  t h e s i s  c a n  b e  s t a t e d  a s  f o l l o w s .  
T h e o r e m  B . l  ( L i a p u n o v  S t a b i l i t y )  L e t  x  =  0  b e  a n  e q u i l i b r i u m  p o i n t  f o r  ( B . 1 )  a n d  
D  =  E  9 I 2  1  1x1 <  I } .  L e t  V  :  D  x  % +  H  W +  b e  a  c o n t i n u o u s l y  d i f f e r e n t i a l  f u n c t i o n  s u c h  
t h a t  f o r  b ' t > O , V x ~  D  
a ,  1x1) V ( x ,  t )  a 2  1x1) 
( B . 6 )  
V ( x ,  t )  5  - a 3  1x1) 
( B . 7 )  
T h e n  t h e  e q u i l i b r i u m  x  =  0  i s  
U S , i f  a , , a , ~ K  o n [ O , r )  a n d  o c , ( . ) 2 O  o n [ O , r ) ;  
U A S ,  i f  a , ,  a 2  a n d  a ,  E  K  o n  [ 0 ,  r )  ;  
E S ,  i f  a i ( y )  =  q i y a  o n  [ 0 ,  r )  w i t h  r i  >  0 ,  a  >  0 ,  i  =  1 , 2 , 3  ;  
G U S , i f D = S n  a n d a , , a , ~ K ,  a n d  a 3 ( . ) 2 0  o n % + ;  
G U A S , i f D = 9 I n  a n d a , , a , ~ K ,  a n d c c , ~ K o n % + ;  
G E S ,  i f  D  =  S n  a n d  i f  a i ( y )  =  q i y a  o n % +  w i t h  q i  >  0 ,  a  >  0 ,  i  =  1 , 2 , 3  . O  
E v e n  w h e n  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  i n  ( I ) ,  h a s  n o  e q u i l i b r i u m  p o i n t s ,  L i a p u n o v  a n a l y s i s  
c a n  s t i l l  b e  u s e d  t o  o b t a i n  u s e f u l  e s t i m a t e s  r e l a t i n g  f o  t h e  b o u n d e d n e s s  o f  s o l u t i o n s .  T h e  
d e f i n i t i o n s  w h i c h  f o l l o w  a r e  a l o n g  t h i s  l i n e .  
D e f i n i t i o n  B . 6  T h e  s o l u t i o n s  o f  ( B . l )  a r e  
L U B ,  l o c a l l y  u n i f o r m l y  b o u n d e d ,  i f  t h e r e  e x i s t s  a  p o s i t i v e  c o n s t a n t  p  ,  
i n d e p e n d e n t  o f  t o  2  0 ,  a n d  f o r  e v e r y  c  E  ( 0 ,  p )  ,  t h e r e  i s  a  P ( c )  >  0 ,  i n d e p e n d e n t  
o f  t o ,  s u c h  t h a t  b ' t  2  t o  
I x ( t , ) l  5  c  =  I x ( t ) l <  p ,  b ' t  2  t o .  
U B ,  u n i f o r m l y  b o u n d e d  i f  ( 8 )  h o l d s  f o r  a r b i t r a r i l y  l a r g e  c  .  
L U U B ,  l o c a l l y  u n i f o r m l y  b o u n d e d  w i t h  u l t i m a t e  b o u n d  B y  i f  t h e r e  e x i s t s  
p o s i t i v e  c o n s t a n t s  p ,  B y  i n d e p e n d e n t  o f  t o  2  0 ,  a n d  f o r  e v e r y  c  E  ( 0 ,  p )  ,  t h e r e  i s  
a  T ( c ,  B )  >  0 ,  i n d e p e n d e n t  o f  t o ,  s u c h  t h a t  V t  2  T  +  t o  
I x ( t , ) l  5  c  3  I x ( t ) l S  B , V t  2  T ( c , B )  +  t o .  
0 3 . 9 )  
U U B ,  u n i f o r m l y  u l t i m a t e l y  b o u n d e d  i f  ( B . 8 )  h o l d s  f o r  a r b i t r a r i l y  l a r g e  c  .  
T h e  n e x t  t h e o r e m  p r o v i d e s  a  L i a p u n o v  c h a r a c t e r i s a t i o n  o f  b o u n d e d n e s s  o f  s o l u t i o n s .  
T h e o r e m  B . t ( B o u n d e d n e s s )  L e t  D  =  E  ! R 2  1  1x1 <  r } .  L e t  V  :  D  x  9 3 ,  H  W +  b e  a  
c o n t i n u o u s l y  d i f f e r e n t i a l  f u n c t i o n  s u c h  t h a t  f o r  V t  2  0 ,  V x  E  D  
a1 0.1) 5  v ( x ,  t )  5  a 2  0x1) 
( B . l O )  
~ ( x ,  t )  <  - a 3 ( x l ) ,  ~ 1 x 1  t R  >  0 ,  ( B . ~ I )  
w h e r e  a i , i  =  1 , 2 , 3  a r e  c l a s s  K  f u n c t i o n s .  S u p p o s e  t h a t  R  <  a;' 0  a ,  ( r )  a n d  
I x ( t , ) l  <  a ; '  0  a ,  ( r )  ,  t h e n  t h e r e  e x i s t s  a  c l a s s  K L  f u n c t i o n p  a n d  T  t  0  ( i n d e p e n d e n t  o f  
R  a n d  x ( t , ) )  s u c h  t h a t  
I x ( t ) l  s  p ( x ( t , ) b  t  - t o  ), t i t ,  5  t  2  t o  +  T ,  
x )  5  a  0  a  ( R )  V t  8  t o  +  T ,  
( B . 1 2 )  
( B .  1 3 )  
T h a t  i s  l x ( t ) l  i s  L U B  f o r  t  8  t o  a n d  L U U B  w i t h  u l t i m a t e  b o u n d a ; '  0  a 2 ( R )  .  
F u r t h e r m o r e ,  i f  D  =  % "  a n d  a ,  , a 2  E  K ,  ,  t h e n  ( B . l O )  a n d  ( B . l l )  h o l d  f o r  a n y  i n i t i a l  
s t a t e ,  x ( t , )  w i t h  n o  r e s t r i c t i o n  o n  h o w  l a r g e  R  i s .  T h a t  i s  I x ( t ) l  i s  U B  f o r  t  2  t o  a n d  
U U B  w i t h  u l t i m a t e  b o u n d  a , '  0  c ~ . ,  ( R )  .El 
T h e  f o l l o w i n g  c o m p a r i s o n  l e m m a  i s  a n  e x t r e m e l y  u s e f u l  t o o l  f o r  o b t a i n i n g  e s t i m a t e s  f o r  
t h e  s o l u t i o n s  o f  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .  R e c a l l  t h a t  t h e  u p p e r  r i g h t  D i n i  d e r i v a t i v e  o f  y ( t )  
i s  d e f i n e d  b y  D t x ( t )  =  l i m  s u p , , , ,  [ x ( t  +  h )  -  x ( t ) V h  .  N o t e  t h a t  i f x  t  c l ( % + ;  W )  ,  t h e n  
L e m m a  B . l  ( C o m p a r i s o n  L e m m a )  C o n s i d e r  t h e  s c a l a r  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  
y  =  F ( t ,  y )  ,  y ( t , )  =  y o ,  w h e r e  F ( t ,  y )  i s  c o n t i n u o u s  i n  t  a n d  l o c a l l y  L i p s c h i t z  i n  y  ,  f o r  
t  2  t ,  a n d  a l l  y  E  I  c  9 3 .  L e t  [ t o , T )  ( T  c o u l d  b e  i n f i n i t y )  b e  t h e  m a x i m a l  i n t e r v a l  o f  
e x i s t e n c e  o f  t h e  s o l u t i o n  y ( t )  a n d  s u p p o s e  y ( t )  E  I  f o r  a l l  t  E  [ t o ,  T )  .  N o w  l e t  x ( t )  b e  
a  c o n t i n u o u s  h n c t i o n ,  w h o s e  u p p e r  r i g h t  D i n i  d e r i v a t i v e  s a t i s f i e s  t h e  i n e q u a l i t y  
D ' x ( t )  I  F ( t , x ( t ) )  w i t h  x ( t , )  5  y o  a n d  x ( t )  E  I  f o r  a l l  t  E  [ t , , T )  .  T h e n  x ( t )  I  y ( t )  f o r  
a l l  t  E  [ t O , T ) .  
B . 2  A s v m p t o t i c  b e h a v i o u r  o f  S o l u t i o n s  
T h e  t h e o r e m s  t o  b e  p r e s e n t e d  i n  t h i s  s e c t i o n  e n a b l e  o n e  t o  o b t a i n  e s t i m a t e s  p e r t a i n i n g  t o  
t h e  a s y m p t o t i c  b e h a v i o u r  o f  s o l u t i o n s  o f  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s ,  u n d e r  f a r  l e s s  
r e s t r i c t i v e  c o n d i t i o n s  t h a n  t h o s e  r e q u i r e d  b y  T h e o r e m  B . 1 .  T h e  m a t e r i a l  p r e s e n t e d  
b e l o w  i s  b a s e d  o n  t h e  e x c e l l e n t  t e x t  [ 1 ]  a n d  t h e  i n n o v a t i v e  p a p e r  [ 4 ] .  T h e s e  t h e o r e m s  
m a k e  u s e  o f  t h e  n o t i o n  o f  a  w  - l i m i t  p o i n t ,  o f  t h e  s o l u t i o n  x ( t ; t , ,  x ( 0 ) )  o f  t h e  d i f f e r e n t i a l  
e q u a t i o n  C  .  F o l l o w i n g  [ 4 ] ,  i t  w a s  f o u n d  t o  b e  u s e f u l  t o  d e f i n e  t h e  c o n c e p t  o f  a  w  - l i m i t  
p o i n t ,  i n  t e r m s  o f  a r b i t r a r y  % "  -  v a l u e d  f u n c t i o n s .  
D e f i n i t i o n  B . 7  L e t  x  :  9 3 ,  H  % "  b e  a n  a r b i t r a r y  f u n c t i o n .  A  p o i n t  p  E  9 3 "  i s  s a i d  t o  b e  
a  w  - l i m i t  p o i n t  o f x ,  i f  t h e r e  e x i s t s  a n  u n b o u n d e d  s e q u e n c e  { t , )  i n  % + ,  s u c h  t h a t  
x ( t , )  +  p  a s  n  +  c o  .  T h e  ( p o s s i b l e  e m p t y )  w  - l i m i t  s e t  o f  x  ,  d e n o t e d  R ( x )  ,  i s  t h e  s e t  
o f  a l l  w  - l i m i t  p o i n t s  o f  x  .  
T h e  f o l l o w i n g  l e m m a  c o l l e c t s  s o m e  u s e f u l  p r o p e r t i e s  o f  w  - l i m i t  s e t s .  
L e m m a  B . 2  T h e  f o l l o w i n g  h o l d  f o r  a n y  f u n c t i o n  x  :  % +  +  % "  ;  
R ( x )  i s  c l o s e d .  
R ( x )  i s  e m p t y  i f  ( x ( t ) l +  a ,  a s  t  a , .  
I f  x i s  c o n t i n u o u s  a n d  b o u n d e d ,  t h e n  R ( x )  i s  n o n e m p t y ,  c o m p a c t ,  a n d  
c o n n e c t e d ,  i s  a p p r o a c h e d  b y  x ,  a n d  i s  t h e  s m a l l e s t  c l o s e d  s e t  s o  a p p r o a c h e d .  
I f  x i s  c o n t i n u o u s  a n d  R ( x )  i s  n o n e m p t y  a n d  b o u n d e d ,  t h e n  x  i s  b o u n d e d  a n d  
x  a p p r o a c h e s  R ( x )  .  
P o s s i b l y  t h e  m o s t  u s e f u l  t o o l  f o r  t h e  c h a r a c t e r i s a t i o n R ( x ) ,  i s  a  l e m m a  k n o w n  a s  
B a r b a l a t ' s  l e m m a .  B e f o r e  s t a t i n g  B a r b a l a t ' s  l e m m a ,  i t  w i l l  p r o v e  u s e f u l  t o  r e c a l l  s o m e  
d e f i n i t i o n s  f r o m  a d v a n c e d  c a l c u l u s .  A  f u n c t i o n  x  :  % +  H  % "  i s  s a i d  t o  b e  R i e m a n n  
i n t e g r a b l e  o n  % + ,  i f  t h e  i m p r o p e r  i n t e g r a l  l i m , , ,  x ( s ) d s  e x i s t s  a n d  i s  f i n i t e .  L e t  
I , '  
x  :  % +  H  8 "  b e  a  L e b e s g u e  m e a s u r a b l e  f u n c t i o n ,  t h e n  x  E  L ,  (93,; % " )  ,  f o r  s o m e  
p  E  [ I ,  m )  i f  t h e  f u n c t i o n  t  - t  i x ( t ) l P  i s  L e b e s g u e  i n t e g r a b l e .  I f  t h e  f u n c t i o n  t  H  l x ( t ) l  i s  
e s s e n t i a l l y  b o u n d e d ,  t h e n x  E  L , ( % + ; % " ) .  F i n a l l y  n o t e  t h a t  i f  x  E  c ~ " ( % + ; % " ) ,  t h e n
x  i s  u n i f o r m l y  c o n t i n u o u s  o n  % +  b y  d e f i n i t i o n .  
L e m m a  B . 3  ( B a r b a l a t ' s  l e m m a  1 )  I f  x :  % +  H  % "  i s  u n i f o r m l y  c o n t i n u o u s  a n d  
R i e m a n n  i n t e g r a b l e  o n  % + ,  t h e n  x ( t )  - +  0  a s  t  - +  c o  .  
C o r o l l a r v  B . l  F o r x : R + t + % " ,  i f  x , x ~ L , ( % + ; % " ) a n d  X E L , ( % + ; % " )  f o r  
s o m e  p  E  [ I ,  m )  t h e n  x ( t )  +  0  a s  t  - t  c ~  .  
T h e  n e x t  c o r o l l a r y  i s  a  d i r e c t  c o n s e q u e n c e  o f  L e m m a  B  . 2  a n d  L e m m a  B . 3 .  
C o r o l l a r v  B . 2  L e t  G  b e  a  n o n e m p t y  c l o s e d  s u b s e t  o f  % "  a n d  l e t  y  :  G  +  %  b e  a  
c o n t i n u o u s  f u n c t i o n .  A s s u m e  t h a t  x  :  +  +  %  i s  u n i f o r m l y  c o n t i n u o u s  
w i t h  x ( t )  E  G ,  ' d t  E  % +  .  I f  y ( x )  i s  R i e m a n n  i n t e g r a b l e ,  t h e n  R ( x )  c  { x  E  G  I  y ( x )  =  0 ) .  
L e m m a  B . 4  ( B a r b a l a t ' s  l e m m a  2 )  I f  x  E  c ' " ( % + ; % ~ )  h a s  a  f i n i t e  l i m i t  a s  t  - +  m  ,  t h e n  
x ( t )  +  0  a s  t  +  c o  .  
F i n a l l y ,  a n o t h e r  s i m p l e  l e m m a  w h i c h  w i l l  p r o v e  u s e f u l  f o r  a n a l y s i n g  t h e  a s y m p t o t i c  
b e h a v i o u r  o f  s o l u t i o n s .  
L e m m a  B . 5  L e t  o  b e  a  p o s i t i v e  c o n s t a n t  a n d  l e t x :  C ( % + ; % " )  .  I f  I x ( t ) l  i s  R i e m a n n  
i n t e g r a b l e  o r  b ( r ) l +  0  a s  t  - +  m  ,  t h e n  I ~ e - c " - s ' l x ( s ) l d s  +  0  a s  f  - +  m  .  
C o m b i n i n g  C o r o l l a r y  B . 2  a n d  T h e o r e m  B . 2 ,  o n e  o b t a i n s  t h e  f o l l o w i n g  L i a p u n o v - t y p e  
t h e o r e m .  
T h e o r e m  B . 3  ( L i a p u n o v - l i k e  t h e o r e m )  C o n s i d e r  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  ( B . l )  a n d  
s u p p o s e  t h a t  f o r  b o u n d e d  x ,  F ( t ,  x )  i s  b o u n d e d  u n i f o r m l y  i n  t  .  L e t  V  :  I n  x  W ,  I+ %, 
b e  a  c o n t i n u o u s l y  d i f f e r e n t i a l  f u n c t i o n  s u c h  t h a t  f o r  V t  2  0 ,  Vx E  I n  
a1 0.1) 5  V ( x y  0  5  a 2  1x1) 
( B . 1 4 )  
V ( X ,  t )  5  -  y ( x l )  5  0  
( B . 1 5 )  
w h e r e  a , ,  a ,  E  K ,  a n d  y  i s  a  c o n t i n u o u s  f u n c t i o n .  D e f i n e  t h e  s e t  
E  =  {x E  W n  I  y ( x )  =  0 ) .  T h e n  a l l  s o l u t i o n s  o f  ( B . 1 )  a r e  U B  a n d  n ( x )  c  E  . O  
I f  t h e  s y s t e m  C  i s  T  - p e r i o d i c ,  t h a t  i s  F ( t ,  x )  =  F ( t  +  T ,  x ) ,  ' d x  E  % " ,  V t  2  0 ,  t h e n  i t  i s  
p o s s i b l e  t o  s h a r p e n  t h e  r e s u l t s  p r e s e n t e d  a b o v e ,  u s i n g  t h e  n o t i o n  o f  a n  i n v a r i a n t  s e t .  
D e f i n i t i o n  B . 8  A  s e t  M  c  % i n  i s  c a l l e d  a  p o s i t i v e l y  i n v a r i a n t  s e t  f o r  ( B . l )  ,  i f  f o r  s o m e  
t o  2  0  a n d  e a c h  x ( t o )  E  M y  t h e  r e s u l t i n g  s o l u t i o n  x ( t ; t o ,  x ( t , ) )  ,  s a t i s f i e s  
x ( t ; t o , x o )  E  M , V t  > t o .  
L e m m a  B . 6  S u p p o s e  t h e  s y s t e m  C  i s  p e r i o d i c  a n d  l e t .  I f  t h e  s o l u t i o n  x ( t ; t o , x ( t o ) )  i s  
b o u n d e d  f o r  a l l  t  2  t o  r  0 ,  t h e n  O ( x )  i s  a n  i n v a r i a n t  s e t  f o r  ( B . l ) .  
T h e  f o l l o w i n g  t h e o r e m s  a r e  s i m p l i f i e d  v e r s i o n s ,  o f  w h a t  a r e  c o m m o n l y  r e f e r r e d  t h e  
K r a s o v s k i i - L a S a l l e  s t a b i l i t y  t h e o r e m s  [ I ] .  
T h e o r e m  B . 4  ( K r a s o v s k i i - L a S a l l e )  S u p p o s e  t h a t  ( B . l )  i s  T  - p e r i o d i c ,  a n d  t h a t  f o r  
b o u n d e d x ,  F ( t , x ) i s  b o u n d e d  u n i f o r m l y  i n  t .  L e t  : I n  I I  b e  a  
c o n t i n u o u s l y  d i f f e r e n t i a l  T  -  p e r i o d i c  f u n c t i o n ,  s u c h  t h a t  f o r  V t  2  0 ,  Vx E  I n  
.I [ X I )  5  v ( x ,  t )  5  a 2  4x1) 
( B . 1 6 )  
~ ( x ,  t )  <  0  ( B . 1 7 )  
w h e r e  a , ,  o l ,  E  K ,  .  D e f m e  t h e  s e t  E  =  {x E  I n  I  v ( x , ~ )  =  0 )  a n d  l e t  M  d e n o t e  t h e  l a r g e s t  
i n v a r i a n t  s e t  f o r  C  c o n t a i n e d  i n  E .  T h e n  a l l  s o l u t i o n s  o f  C  a r e  u n i f o r m l y  b o u n d e d  a n d  
R ( x )  c  M  . O  
T h e o r e m  B . 5  ( K r a s o v s k i i - L a S a l l e )  S u p p o s e  t h a t  ( B . l )  i s  T  - p e r i o d i c ,  a n d  t h a t  f o r  
b o u n d e d  x  ,  F ( t ,  x )  i s  b o u n d e d  u n i f o r m l y  i n  t  .  D e f i n e  D  =  {x E  W 2  1  1x1 <  r }  a n d  l e t  
V  :  W n  x  D  I+ % +  b e  a  c o n t i n u o u s l y  d i f f e r e n t i a l  T  -  p e r i o d i c  f u n c t i o n  a n d  s u c h  t h a t  
f o r b ' t  2 0 , b ' x ~  D
a1 1 x 1 )  5  V ( x y  t )  a 2  1 x 1 )  
( B .  1 8 )  
w h e r e  a , ,  a ,  E  K  .  D e f i n e  t h e  s e t E  =  
E  W n  I  ~ ( x , t )  = O }  .  L e t  x  =  0  b e  a n  e q u i l i b r i u m  
p o i n t  f o r  C ,  s u p p o s e  t h a t  n o  s o l u t i o n  o f  C  c a n  s t a y  i d e n t i c a l l y  i n  E ,  o t h e r  t h a n  
x ( t ;  t o  , O )  =  0 ,  t  >  t o .  T h e n  t h e  e q u i l i b r i u m  x  =  0  i s  U A S .  F u r t h e r m o r e  i f  a l l  o f  t h e  a b o v e  
c o n d i t i o n s  h o l d  w i t h  D  =  % "  a n d  a , ,  a ,  E  K ,  ,  t h e n  t h e  e q u i l i b r i u m  x  =  0  i s  G U A S . U  
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A p p e n d i x  C  
W e l l p o s e d n e s s  o f  d a m p e r  m o d e l s  
C . 1  I n t r o d u c t i o n  
T h e  m a i n  p u r p o s e  o f  t h i s  a p p e n d i x  i s  t o  p r e s e n t  s o m e  s i m p l e  r e s u l t s  e s t a b l i s h i n g  
w e l l p o s e d n e s s  o f  t h e  m o d e l s  p r e s e n t e d  i n  5 3 .  A s  t h e  r e a d e r  m a y  b e  u n f a m i l i a r  w i t h  t h e  
c o n c e p t  o f  a  w e l l - p o s e d  m o d e l ,  i t  w o u l d  s e e m  w o r t h w h i l e  t o  t a k e  a  f e w  s e c o n d s  t o  
e x p l a i n  t h e  b a s i c  i d e a .  C o n s i d e r  t h e  f o l l o w i n g  m o d e l  o f  a  s i m p l e  p e n d u l u m  
q ( t )  +  c q ( t )  +  s i n ( q ( t ) )  =  0  
( C . l . 1 )  
w i t h  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  q ( 0 )  =  g o  a n d  4 ( O )  =  g o .  N o w  s u p p o s e  i t  w a s  i n t e n d e d  t o  u s e  t h i s  
m o d e l  t o  d e t e r m i n e  t h e  m o t i o n  o f  a  p h y s i c a l  p e n d u l u m .  U n l i k e  i t s  l i n e a r  c o u n t e r  p a r t ,  
t h e  s p r i n g  m a s s  d a m p e r  ( C . l . l )  c a n n o t  b e  s o l v e d  i n  t e r m s  o f  s i m p l e  t r i g o n o m e t r i c  
f b n c t i o n s .  I n  f a c t ,  d o e s  i t  e v e n  h a v e  a  s o l u t i o n .  I t  w o u l d  n o t  b e  a  v e r y  g o o d  m o d e l  i f  i t  
d i d n ' t ,  s i n c e  a n  a c t u a l  p e n d u l u m  c e r t a i n l y  d o e s  m o v e .  T h u s  f o r  t h e  m a t h e m a t i c a l  m o d e l  
o f  a  p h y s i c a l  p r o c e s s e s  t o  b e  o f  a n y  u s e ,  i t  s h o u l d  a t  l e a s t  h a v e  a  s o l u t i o n .  T h i s  i s  t h e  
p r o b l e m  o f  e x i s t e n c e  o f  s o l u t i o n s .  
S u p p o s e  t h e  a c t u a l  p e n d u l u m  i s  r e l e a s e d  f r o m  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  q ( 0 )  =  7 r / 3  a n d  
q ( 0 )  =  0  a n d  i s  a l l o w e d  t o  s w i n g  a b o u t  f o r  a  b i t .  N o w ,  s u p p o s e  t h e  s a m e  e x p e r i m e n t  i s  
r e p e a t e d  t h e  n e x t  d a y ,  w i t h  t h e  s a m e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  a n d  u n d e r  s a m e  e n v i r o n m e n t a l  
c o n d i t i o n s .  E x p e r i e n c e  w o u l d  s u g g e s t  t h a t  t h e  r e s u l t i n g  m o t i o n  w i l l  b e  i d e n t i c a l  w i t h  
t h a t  o f  t h e  p r e v i o u s  e x p e r i m e n t .  T h i s  i s  t h e  u s u a l  n o t i o n  o f  d e t e r m i n i s m ,  o r  i n  t h e  
t e r m i n o l o g y  o f  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s ,  u n i q u e n e s s  o f  s o l u t i o n s .  I n  r e a l i t y  i t  i s  i m p o s s i b l e  
t o  r e p e a t  s u c h  a n  e x p e r i m e n t  e x a c t l y ,  t h e r e  w i l l  a l w a y s  b e  s o m e  s m a l l  v a r i a t i o n s  i n  t h e  
i n i t i a l  c o n d i t i o n s  o r  i n  t h e  e x p e r i m e n t a l  s e t u p  i t s e l f .  H o w e v e r  i f  t h e  e x p e r i m e n t  i s  
r e p e a t e d  u n d e r  a l m o s t  t h e  s a m e  c o n d i t i o n s ,  t h e n  i t  i s  r e a s o n a b l e  t o  e x p e c t  t h a t  t h e  
r e s u l t i n g  m o t i o n s  o f  t h e  p e n d u l u m  w o u l d  b e  a l m o s t  t h e  s a m e .  T h a t  i s ,  s m a l l  e r r o r s  i n  t h e  
d a t a  c a u s e  o n l y  s m a l l  e r r o r s  i n  t h e  s o l u t i o n .  I f  t h e  s o l u t i o n s  o f  a  m a t h e m a t i c a l  m o d e l  
e x h i b i t  t h i s  s o r t  o f  b e h a v i o u r ,  t h e n  i t  i s  s a i d  t h a t  t h e  s o l u t i o n  d e p e n d s  c o n t i n u o u s l y  o n  
t h e  d a t a  o f  t h e  p r o b l e m  ( t h i s  i d e a  i s  v e r y  c l o s e l y  r e l a t e d  t o  s t a b i l i t y ) .  
T o  r e c a p ,  a  m a t h e m a t i c a l  m o d e l ,  a l o n g  w i t h  a  f a m i l y  o f  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  i s  s a i d  t o  b e  
w e l l p o s e d ,  i f  t h e  f o l l o w i n g  c a n  b e  p r o v e d  
E x i s t e n c e  :  t h e  p r o b l e m  h a s  a t  l e a s t  o n e  s o l u t i o n  
U n i q u e n e s s  :  t h e  p r o b l e m  c a n n o t  h a v e  m o r e  t h a n  o n e  s o l u t i o n .  
C o n t i n u o u s  d e p e n d e n c e  o n  t h e  d a t a  :  s m a l l  v a r i a t i o n s  i n  t h e  d a t a ,  w i l l  o n l y  r e s u l t  
i n  s m a l l  v a r i a t i o n s  i n  t h e  s o l u t i o n .  
S e c t i o n . 2  p r e s e n t s  s o m e  s t a n d a r d  r e s u l t s  f o r  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s ,  w h i c h  a r e  
s u f f i c i e n t  f o r  t h e  a n a l y s i s  o f  t h e  v i s c o p l a s t i c  m o d e l s .  S e c t i o n . 3  p r e s e n t s  s o m e  r e s u l t s  
r e l a t i n g  t o  s o l u t i o n s  o f  t h e  E P  m o d e l  i n  i s o l a t i o n  a n d  w h e n  c o u p l e d  w i t h  a n  o r d i n a r y  
d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n .  
C . 2  D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s  
T h e  p u r p o s e  o f  t h i s  s e c t i o n  i s  t o  p r e s e n t  s o m e  s t a n d a r d  r e s u l t s  f r o m  t h e  t h e o r y  o f  
o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  a n d  t o  i l l u s t r a t e  t h e i r  a p p l i c a t i o n  t o  t h e  v i s c o p l a s t i c  
m o d e l s  f o r m  5 3 . 5 .  
A s  n o t e d  i n  5 3 . 5 ,  w h e n  a  v i s c o u s  e l e m e n t  i s  p l a c e d  i n  p a r a l l e l  w i t h  a  f r i c t i o n  e l e m e n t  i t  
h a s  t h e  e f f e c t  o f  " s m o o t h i n g  o u t "  t h e  c o r r e s p o n d i n g  e v o l u t i o n  e q u a t i o n s  ( a s  c o m p a r e d  
t o  t h e  E P  t y p e  m o d e l s ) .  T h e  r e a s o n  f o r  t h i s  i s  t h a t  t h e  s t r e s s  r e s p o n s e  i s  n o  l o n g e r  
c o n f i n e d  t o  a  c l o s e d  s e t ,  [ - r , r ]  c  %  .  I n  t e r m s  o f  t h e  e v o l u t i o n  e q u a t i o n s  t h e m s e l v e s ,  
t h e  v a r i a t i o n a l  i n e q u a l i t y  c a n  b e  r e p l a c e d  b y  a n  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n .  T h i s  
m e a n s  t h a t  e x i s t e n c e  a n d  u n i q u e n e s s  r e s u l t s  c a n  b e  o b t a i n e d  u s i n g  t h e  s t a n d a r d  
t h e o r e m s  f o r  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .  T h e  m a t e r i a l  i n  t h i s  s e c t i o n  i s  b a s e d  o n  t h e  
e x c e l l e n t  t e x t  b o o k s  [ I ] ,  [ 2 ]  a n d  [ 3 ] ,  t o  w h i c h  t h e  r e a d e r  i s  r e f e r r e d  f o r  f u r t h e r  d e t a i l s .  
C o n s i d e r  t h e  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  
~ ( t )  =  F ( x ( t ) ,  u ( t ) )  
w h e r e t  E  % + ,  x  E  ! R n  r e p r e s e n t  t h e  s t a t e  v a r i a b l e s  ,  u  :  % +  H  % "  i s  a  v e c t o r  o f  f o r c i n g  
t e r m s  a n d  t i m e  v a r y i n g  p a r a m e t e r s  a n d  F  :  % "  x  % " '  I+ F i n .  B y  a  c l a s s i c a l  s o l u t i o n  o f  
t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  ( C . 2 . 1 )  o n  a n  i n t e r v a l  [ O , T ]  c  % +  i s  m e a n t  a  c o n t i n u o u s l y  
d i f f e r e n t i a b l e  f u n c t i o n  x ( t )  ,  w h i c h  a l o n g  w i t h  x ( t )  ,  i t s  d e r i v a t i v e  w i t h  r e s p e c t  t o t  ,  
s a t i s f i e s  ( C . 2 . 1 )  f o r  a l l  t  E  [ O , T ]  .  I n  g e n e r a l  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n  x ( 0 )  =  x o  a n d  i n p u t  u ( t )  
w i l l  b e  s p e c i f i e d .  W h e n  t h e r e  i s  n e e d  t o  e m p h a s i z e  t h e  d e p e n d e n c e  o f  a  s o l u t i o n  o f  
( C . 2 . 1 )  o n  u  a n d  x ,  ,  t h e  n o t a t i o n  x ( t )  =  x ( t ; x , , u ( . ) )  w i l l  b e  u s e d .  I f  x ( t )  i s  a  s o l u t i o n  o f  
( C . 2 . 1 )  a n d  F ( x ( t ) , u ( t ) )  i s  i n t e g r a b l e  w i t h  r e s p e c t  t o t ,  t h e n  ( C . 2 . 1 )  i s  e q u i v a l e n t  t o  t h e  
i n t e g r a l  e q u a t i o n ,  
x ( t )  =  x ( 0 )  +  [ ~ ( x ( s ) ,  u ( s ) ) d s ,  V t  E  [ 0 ,  T I .  
( ( 2 . 2 . 2 )  
S u p p o s e  t h e  i n p u t  u ( t )  i s  c o n t i n u o u s  a n d  b o u n d e d  o n  % +  a n d  F ( x , u )  i s  d e f i n e d  a n d  
c o n t i n u o u s  o n  % "  x  ' S I m ,  t h e n  a  c l a s s i c a l  r e s u l t  s t a t e s  t h a t  ( C . 2 . 1 )  h a s  a t  l e a s t  o n e  
s o l u t i o n  x ( t )  ,  d e f i n e d  o n  a  s m a l l  i n t e r v a l  [ O , a ]  c  [ O , T ] .  I f  i t  c a n  b e  s h o w n  t h a t  f o r  e v e r y  
x o  E  ' S I n ,  a11 r e s u l t i n g  s o l u t i o n s  o f  ( C . 2 . 1 )  r e m a i n  b o u n d e d ,  t h e n  e a c h  s o l u t i o n  o f  
( C . 2 . 1 )  c a n  b e  c o n t i n u e d  o v e r  t h e  e n t i r e  i n t e r v a l  [ O , T ]  .  T h i s  t h e o r e m  s a y s  n o t h i n g  a b o u t  
u n i q u e n e s s  o r  c o n t i n u i t y  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  d a t a .  A  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n  f o r  ( C . 2 . 1 )  t o  
h a v e  a  u n i q u e  s o l u t i o n ,  w h i c h  d e p e n d s  c o n t i n u o u s l y  o n  x ( 0 )  =  x o  a n d  u ( t )  i s  t h a t  
F ( x , u )  i s  l o c a l l y  L i p s c h i t z  o n  % "  x  ! ? I m .  W h i c h  i s  t o  s a y  t h a t  f o r  e a c h  ( z , G )  E  8 "  x  93" ,  
t h e r e  e x i s t s  t w o  c o n s t a n t s  6  >  0  a n d  Q  >  0  s u c h  t h a t  
~ F ( x , ,  u , )  -  ~ ( x , ,  u 2 ) l  r  Q u x ,  -  x 2  1  +  l u ,  -  u 2  I ) ,  f o r  a l l  x i  a n d  u i  s u c h  t h a t  
[ x i  - F I S  6 , 1 u i  - G I $  6 , i = 1 , 2 .  
T h e  c o n t i n u i t y  a s s u m p t i o n  o n  t h e  i n p u t  u ( t )  i s  t o o  r e s t r i c t i v e  f o r  m a n y  a p p l i c a t i o n s ,  
p a r t i c u l a r l y  i f  u ( t )  r e p r e s e n t s  s o m e  s o r t  o f  c o n t r o l .  A  m o r e  u s e f u l  a s s u m p t i o n  w o u l d  b e  
t h a t  u ( t )  i s  i n t e g r a b l e  a n d  e s s e n t i a l l y  b o u n d e d ,  i . e .  u  E  L , ( [ O , T ] ; ' S I n ' )  .  I n  t h i s  c a s e ,  
e v e n  i f  F ( x , u )  o n  ' S I n  x  ' S I "  i s  c o n t i n u o u s ,  i t  c a n n o t  b e  a s s u m e d  t h a t  F ( x , u ( t ) )  i s  
c o n t i n u o u s  o n ' % "  x  ! ? I +  ,  a n d  h e n c e  i t  c a n n o t  b e  a s s u m e d  t h a t  t h e  s o l u t i o n s  o f  ( C . 2 . 1 )  a r e  
c o n t i n u o u s l y  d i f f e r e n t i a b l e .  B y  a  C a r a t h e o d o r y  s o l u t i o n  o f  ( C . 2 . 1 )  o n  a n  i n t e r v a l  
[ 0 ,  T I  c  'SI, i s  m e a n t  a n  a b s o l u t e l y  
c o n t i n u o u s  f u n c t i o n  x ( t )  =  x ( t ;  x ,  ,  u ( . ) )  ,  w h i c h  
s a t i s f i e s  ( C . 2 . 1 )  f o r  a l m o s t  e v e r y  t  E  [ O , T ] ,  o r  e q u i v a l e n t l y  w h i c h  s a t i s f i e s  ( C . 2 . 2 )  f o r  a l l  
t  E  [ O , T ] .  T h e  t e r m i n o l o g y  f o r  a l m o s t  e v e r y  t  E  [ O , T ] ,  o r  f o r  a . e .  t  E  [ O , T ]  m e a n s ,  f o r  a l l  
t  E  [ O , T ]  e x c e p t  o n  a  s e t  o f  L e b e s q u e  m e a s u r e  z e r o  ( s e e  g A . 1 ) .  R e c a l l  a l s o  t h a t  a  
f u n c t i o n  x  :  [ O , T ]  +  9 3 "  i s  s a i d  t o  b e  a b s o l u t e l y  c o n t i n u o u s  o r  a n  e l e m e n t  o f  
r  
A C ( [ O , T ] ; ' S I n ) ,  i f  i t  c a n  b e  e x p r e s s e d  i n  t h e  f o r m  x ( t )  =  x ( 0 )  +  L $ ( s ) d s ,  f o r  s o m e  
i n t e g r a b l e  f u n c t i o n  9  ;  i t  f o l l o w s  t h e n  t h a t  x ( t )  =  $ ( t )  f o r  a . e .  t  E  [ O , T ]  .  M o s t  t h e o r e m s  
o n  t h e  e x i s t e n c e  a n d  u n i q u e n e s s  o f  c l a s s i c a l  s o l u t i o n  c a n s  b e  c a r r i e d  o v e r  t o  t h e  
1 7 3  
C a r a t h e o d o r y  c a s e  w i t h  a  l i t t l e  m o d i f i c a t i o n  1 2 1 .  N o t e  t h a t  b y  a  s o l u t i o n  d e f i n e d  o n  % +  ,  
i s  m e a n t  a  s o l u t i o n  d e f i n e d  o n  [ O , T ]  f o r  e a c h  T  E  % +  .  
T h e  f o l l o w i n g  g l o b a l  e x i s t e n c e  t h e o r e m  i s  n o t  v e r y  g e n e r a l  a n d  h a s  b e e n  t a i l o r e d  t o  t h e  
s p e c i f i c  r e q u i r e m e n t s  o f  t h i s  t h e s i s .  F o r  i t s  p r o o f  a n d  a  m o r e  g e n e r a l  d i s c u s s i o n  o n  
e x i s t e n c e  t h e o r e m s  f o r  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s ,  t h e  r e a d e r  i s  r e f e r r e d  t o  [ 1 ] , [ 2 ]  a n d  [ 3 ] .  
T h e o r e m  C . l  S u p p o s e  t h a t  F ( 0 , O )  =  0  a n d  f o r  a l l  ( x , u ) , ( Z y k )  E  % "  x  %" t h e r e  e x i s t s  a  
p o s i t i v e  c o n s t a n t  p  s u c h  t h a t  
I F ( x ,  u )  -  ~ ( F , i i ) l  5 P I X -  T I +  p l u  - i i l .  ( C . 2 . 3 )  
T h e n  f o r  e a c h  x o  E  % " a n d  u  E  L , ( [ O , T ] ; % " ) ,  T  E  % +  
( i )  
T h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  ( C . 2 . 1 )  h a s  a  u n i q u e  a b s o l u t e l y  c o n t i n u o u s  s o l u t i o n  
x ( t )  =  x ( t ;  x o ,  u ( . ) )  ( i . e .  x  E  A C ( [ O , T ] ; % n ) )  w h i c h  s a t i s f i e s  
I X ( ~ ) - X O ~ ~ ( ~ ~ ' - ~ ~ I ~ O ~ + ~ & I I , ) .  ~ ~ E [ O . T ] .  ( C . 2 . 4 )  
L e t  x ( t )  =  x ( t ; x o ,  u c ) )  a n d  Z ( t )  =  Z ( t ;  Y o ,  i i c ) )  b e  t h e  u n i q u e  s o l u t i o n  o f  ( C . 2 . 1 )  
c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  a n d  i n p u t s  
x o  E  % "  ,  u  E  L, ( [ 0 ,  T I ;  S m )  a n d  Zo E  S n  , k  E  L , ( [ O , T ] ; ! R m )  r e s p e c t i v e l y ,  t h e n  
I x ( t )  -  ~ ( t ) l <  I x o  -  % l e p +  ( e P t -  l l l u  -  i i l l , ,  ( C . 2 . 5 )  
f o r  a l l  t  E  [ O , T ]  ( c o n t i n u o u s  d e p e n d e n c e  o n  t h e  d a t a ) .  
( i i )  
I f  u  E  C ( [ O ,  T I ;  S m )  t h e n  x  E  c ' ( [ o , T ] ; % " )  ( c l a s s i c a l  s o l u t i o n ) .  
( i i i )  
I f  u  E  C ( [ O ,  a ) ;  % " )  o r  u  E  L, ( [ 0 ,  a ) ;  % " )  t h e n  x  E  c l ( [ O ,  a ) ; % n )  o r  
x  E  A C ( [ O ,  a ) ;  % I n )  r e s p e c t i v e l y  ( s e e  § A 1  f o r  r e m a r k s  o n  s e m i - i n f i n i t e  i n t e r v a l s ) .  
( i v )  
I f  u  E  c ~ ~ ' ( [ o , ~ ) ; % " ' )  a n d  a l l  s o l u t i o n s  o f  ( C . 2 . 1 )  a r e  u n i f o r m l y  b o u n d e d  ( s e e  
§ B .  1 )  t h e n  x  E  
( [ o ,  m ) ; 9 I n ) .  
T o  d e m o n s t r a t e  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  t h e o r e m ,  t h e  G n F  m o d e l  g i v e n  b y  e q u a t i o n  
( 3 . 5 . 2 2 ) ,  w i l l  b e  c o n s i d e r e d  a s  a  r e p r e s e n t a t i v e  e x a m p l e .  F o r  s i m p l i c i t y ,  s e t t i n g  z ,  =  o ,  
z ,  =  H c q  ,  u l  =  e  ,  u ,  =  r  a n d  7 7  =  v e  =  v p  i n  e q u a t i o n  ( 3 . 5 . 2 5 )  y i e l d s  t h e  o r d i n a r y  
d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  
G  G  
2 ,  =  G u l  ( t )  -  -  ( z ,  -  z ,  )  -  -  P ( Z ,  ;  u ,  ( t ) ) ,  
7 7  
I t  i s  a s s u m e d  t h a t  l u l  ( t ) [  <  m  a n d  u ,  ( t )  E  [ O , F ]  f o r  a l m o s t  a l l  t  E  % + .  R e c a l l  t h a t  
P ( z l  ;  u , )  =  z l  -  Q ( z l ;  u , )  ,  w h e r e  Q ( z l ; u 2 )  i s  t h e  p r o j e c t i o n  o n t o  t h e  i n t e r v a l  [ - u , ,  u , ]  
a n d  I P ( Z , ; U , )  -  P ( ? ; Z , ) ~  5  ( z l  - ? I  +  l u ,  -  51 f o r  a l l  ( z , , ~ , ) ,  ( q , i & )  E  %  x  % +  ( s e e  5 A 2 ) .  
D e f i n i n g  z  =  ( z , ,  z , )  E  s 2  a n d u  =  ( u l , u 2 )  E  %  x  % + ,  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  t h e  r i g h t  h a n d  
s i d e  o f  ( C . 2 . 6 )  s a t i s f i e s  ( C . 2 . 3 )  a n d  s o  ( i ) - ( i i i )  o f  T h e o r e m  C . l  c a n  b e  a p p l i e d .  T h e  
g r o w t h  e s t i m a t e s  ( C . 2 . 4 )  a n d  ( C . 2 . 5 )  a r e  v e r y  c o n s e r v a t i v e  a s  t h e y  d o n ' t  a c c o u n t  f o r  t h e  
e x t e r n a l  s t a b i l i t y  p r o p e r t i e s  o f  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n .  T o  i l l u s t r a t e  t h i s ,  c o n s i d e r  t h e  
s y s t e m  e n e r g y  H ( z )  =  o . ~ ( z : / G  +  z : / H )  .  T h e  d e r i v a t i v e  o f  H ( z )  a l o n g  t h e  s o l u t i o n  o f  
( 2 . 6 )  s a t i s f i e s  
1  1  
~ ( z )  =  - -  (z: -  2 z 1 z 2  +  2 ; ) -  -  Z 1 p ( Z 1 ;  U 2  ( t ) )  +  z l u l  ( I ) ,  
?' 7 7  
1  1  
5  - -  ( 2 z :  -  2 z 1 z 2  +  z:)+ -  z , Q ( z , ;  2.4, ( t ) )  +  z l u I  ( I ) ,  
7 7  7 7  
I n  t h e  f i n a l  i n e q u a l i t y ,  t h e  t e r m  i n  b r a c k e t s  i s  p o s i t i v e  d e f i n i t e ,  w h i c h  w h e n  c o m b i n e d  
w i t h  t h e  f a c t  t h a t  H ( z )  i s  q u a d r a t i c  a n d  p o s i t i v e  d e f i n i t e  i m p l i e s  t h e  e x i s t e n c e  o f  t w o  
c o n s t a n t s  y , p  >  0  s u c h  t h a t  
l z ( t ) I 2  1  p l z o ~ e - p t  +  P I C I I ~  -  e - ~ ' )  
( C . 2 . 8 )  
I n e q u a l i t y  ( C . 2 . 8 )  i s  c l e a r l y  m u c h  b e t t e r  t h a n  ( C . 2 . 4 ) .  I n  p a r t i c u l a r ,  i t  i m p l i e s  t h a t  t h a t  
a l l  s o l u t i o n  o f  ( C . 2 . 6 )  a r e  u n i f o r m l y  b o u n d e d ,  s o  t h a t  f r o m  ( i v )  o f  T h e o r e m  B . 1 ,  i f  a l s o  
u  E  c ' , '  ( [ 0 ,  m ) ;  9 3 , )  t h e n  z  E  c ~ ~ ' ( [ o ,  0 3 ) ;  ! R 2 )  .  
C . 3  T h e  E P  m o d e l  
T h e  p u r p o s e  o f  t h i s  s e c t i o n  i s  t o  e s t a b l i s h  e x i s t e n c e ,  u n i q u e n e s s  a n d  r e g u l a r i t y  r e s u l t s  
f o r  t h e  s i m p l e  E P  m o d e l  f r o m  5 3 . 4 ,  w h e n  i n  i s o l a t i o n  a n d  w h e n  c o u p l e d  w i t h  a n  
o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n .  B e f o r e  p r e s e n t i n g  t h e  m a i n  r e s u l t s ,  s o m e  e q u i v a l e n t  
r e p r e s e n t a t i o n s  o f  t h e  E P  m o d e l  w i l l  b e  p r e s e n t e d .  F o r  t h e  i n i t i a l  d i s c u s s i o n ,  t h e  e l a s t i c  
m o d u l u s  i s  a s s u m e d  t o  b e  c o n s t a n t  a n d  e q u a l  t o  o n e ,  G  =  1  .  A s  s u c h ,  n o  d i s t i n c t i o n  w i l l  
b e  m a d e  b e t w e e n  s t r e s s e s  a n d  e l a s t i c  s t r a i n s .  I n  5 3 . 4 ,  i t  w a s  s h o w n  t h a t  t h e  e v o l u t i o n  o f  
t h e  E P  m o d e l  i s  c o m p l e t e l y  d e s c r i b e d  b y  t h e  v a r i a t i o n a l  i n e q u a l i t y  
w h e r e  x ( t )  i s  t h e  d i s p l a c e m e n t  i n p u t  a n d  r ( t )  E  [ 0 ,  F ]  i s  t h e  t i m e  v a r y i n g  y i e l d  s t r e s s .  A s  
n o t e d  i n  5 3 . 4 ,  ( C . 3 . 1 )  c a n  b e  i n t e r p r e t e d  a s  a  s p e c i a l  f o r m  o f  t h e  m a x i m u m  d i s s i p a t i o n  
p r i n c i p l e .  I n d e e d ,  m u l t i d i m e n s i o n a l  v e r s i o n s  o f  ( C . 3 . 1 )  p l a y  a  c e n t r a l  r o l e  i n  t h e  t h e o r y  
o f  e l a s t o p l a s t i c  m a t e r i a l s  [ 4 ] .  R e c a l l  t h a t  t h e  n o r m a l  c o n e  t o  t h e  s e t  [ - r ( t ) , r ( t ) ]  a t  t h e  
p o i n t  z  i s  g i v e n  b y  N ( z ; r ( t ) )  =  { a  E  W  1  ( a , z  - a )  t  0 , ~ 1 ~ 1 <  r ( t ) } .  C o m p a r i n g  t h i s  w i t h  
( C . 3 . 1 )  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  t h e  E P  m o d e l  c a n  a l s o  b e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  o f  a  d i f f e r e n t i a l  
i n c l u s i o n  
x ( t )  -  z ( t )  E  N ( z ( t ) ;  r ( t ) )  
I z ( t ) l <  r ( t ) ,  ' d t  t  0 .  
A  d i f f e r e n t i a l  i n c l u s i o n  c a n  b e  s e e n  a s  a  g e n e r a l i z a t i o n  o f  t h e  n o t i o n  o f  a n  o r d i n a r y  
d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n .  T h e y  f r e q u e n t l y  o c c u r  w h e n  m o d e l l i n g  n o n s m o o t h  m e c h a n i c a l  a n d  
e l e c t r i c a l  s y s t e m  a n d  p l a y  a n  i m p o r t a n t  r o l e  i n  m o d e r n  c o n t r o l  t h e o r y  [ 5 ] .  N o w ,  d e f i n i n g  
t h e  n e w  e v o l u t i o n  v a r i a b l e  c ( t )  a n d  t h e  t i m e  d e p e n d e n t  c l o s e d  c o n v e x  s e t  C ( t )  b y  
5 ( t )  =  ~ ( t )  -  l i ( s ) d s ,  C ( t )  =  [ - r ( t ) ,  r ( t ) ]  -  [ i ( s ) d s ,  
( C . 3 . 3 )  
y i e l d s  
-  i ( t >  E  N ( 5 ( t ) ;  C ( t ) ) .  
( C . 3 . 4 )  
E v o l u t i o n  p r o b l e m s  f o r m u l a t e d  i n  t h e  f o r m  ( C . 3 . 4 )  a r e  u s u a l l y  r e f e r r e d  a s  a  ( M o r e a u ' s )  
s w e e p i n g  p r o c e s s  [ 6 ] .  T h e  n a m e  c o m e s  f r o m  t h e  f a c t  t h a t  i n  t h e  m u l t i d i m e n s i o n a l  
s e t t i n g  ( C . 3 . 4 )  d e s c r i b e s  t h e  m o v e m e n t  o f  a  p o i n t  c ( t )  i n  s o m e  ( H i l b e r t )  s p a c e ,  a s  i t  i s  
s w e p t  a l o n g  b y  t h e  c o n v e x  s e t  C ( t )  .  T h e  s w e e p i n g  p r o c e s s  c a n  b e  u s e d  t o  m o d e l  a l l  s o r t s  
o f  p h y s i c a l  s y s t e m s  w h i c h  a r e  s u b j e c t  t o  i n e q u a l i t y  c o n s t r a i n s ,  a  r e v i e w  o f  s u c h  
a p p l i c a t i o n s  c a n  b e  f o u n d  i n  [ 7 ] .  
A l l  t h r e e  o f  t h e  a b o v e  f o r m u l a t i o n s  c a n  b e  u s e d  t o  i n v e s t i g a t e  c o n d i t i o n s  f o r  e x i s t e n c e  
a n d  u n i q u e n e s s  o f  s o l u t i o n s  o f  t h e  E P  m o d e l .  A p p l y i n g  t h e  s t a n d a r d  t h e o r y  o f  
d i f f e r e n t i a l  i n c l u s i o n s  t o  ( C . 3 . 2 )  r e q u i r e s  a  l o t  o f  w o r k .  O n  t h e  o t h e r  h a n d  e x i s t e n c e  
t h e o r y  f o r  t h e  v a r i a t i o n a l  i n e q u a l i t y  ( C . 3 . 1 )  a n d  t h e  s w e e p i n g  p r o c e s s  h a v e  b e e n  
d e v e l o p e d  s p e c i f i c a l l y  f o r  p h y s i c a l  m o d e l s  s u c h  a s  t h e  E P  m o d e l .  I n d e e d ,  t h e  r e s u l t s  i n  
[ 7 ]  a n d  [ 8 ]  c a n  b e  u s e d  t o  s h o w  t h a t  u n d e r  m i l d  a s s u m p t i o n s  o n  t h e  f u n c t i o n s  r ( t )  a n d  
x ( t )  ,  t h e  E P  m o d e l  h a s  a  u n i q u e  s o l u t i o n .  T h e  r e s u l t s  i n  t h e s e  w o r k s  a d m i t  t h e  i n f i n i t e l y  
d i m e n s i o n a l  c a s e  a n d  a s  s u c h ,  a r e  n o t  r e a d i l y  a c c e s s i b l e  t o  t h o s e  w i t h o u t  a  w o r k i n g  
k n o w l e d g e  o f  H i l b e r t  s p a c e s  a n d  c o n v e x  a n a l y s i s .  I f  t h e  m o d e l s  d e v e l o p e d  i n  t h i s  t h e s i s  
a r e  t o  g a i n  a c c e p t a n c e  i n  t h e  E R  f l u i d  c o m m u n i t y ,  t h e  r e s u l t s  n e e d  t o  b e  a c c e s s i b l e  t o  
t h o s e  w i t h  o n l y  a  w o r k i n g  k n o w l e d g e  o f  e x i s t e n c e  t h e o r y  f o r  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  
e q u a t i o n s .  T h i s  i s  n o t  a n  u n r e a l i s t i c  g o a l  a s  t h e  E P  m o d e l  i s  o n l y  o n e  d i m e n s i o n a l .  
T h e  r e s u l t s  g i v e n  b e l o w  h o p e f u l l y  g o  s o m e  w a y  t o w a r d s  a c h i e v i n g  t h i s  g o a l .  B e f o r e  
s t a t i n g  t h e  f i r s t  t h e o r e m ,  t h e  a c t u a l  p r o b l e m  n e e d s  t o  b e  d e f i n e d  m o r e  p r e c i s e l y .  
P r o b l e m  E P  
F o r  s o m e  T  >  0 ,  g i v e n  t h e  h n c t i o n s  x  E  c O , '  ( [ 0 ,  T I ;  % )  ,  r  E  c O , '  ( [ 0 ,  T I ;  W , )  n  [ 0 ,  F ]  a n d  
a n  i n i t i a l  c o n d i t i o n  I z o I  5  r ( O ) ,  f i n d  a  f u n c t i o n  z  t  c O , '  ( [ O , T ] ;  W) s u c h  t h a t  
( i )  1 z ( t ) 1 1 r ( t ) f o r a l l t ~ [ O , T ] ,  
( i i )  
( i ( t )  -  i ( t ) ,  z ( t )  -  y l )  2  0  f o r  a l l  1 y l 1  2  r ( t )  a n d  a . e .  t  E  [ 0 ,  T I .  
T h e  f o l l o w i n g  t h e o r e m  a n d  p r o o f  i s  b a s e d  o n  a  s i m p l i f i c a t i o n  o f  t h e  i d e a s  i n  [ 4 ]  a n d  [ a ] ,  
i n  p a r t i c u l a r  P r o p o s i t i o n  4 . 1  o f  [ a ] .  T h e  i d e a  b e h i n d  t h e  p r o o f  i s  t o  f i r s t  c o n s t r u c t  a n d  
d i s c r e t e  t i m e  a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n  a n d  t o  s h o w  t h a t  t h i s  d i s c r e t e  s o l u t i o n  c o n v e r g e s  t o  
t h e  a c t u a l  s o l u t i o n  a s  t h e  t i m e  s t e p  t e n d s  t o  z e r o .  T h e  c o n s t r u c t i o n  o f  t h e  d i s c r e t e  
a p p r o x i m a t e d  s o l u t i o n  i s  n o t  o b v i o u s .  S u p p o s e  t h e  i n t e r v a l  [ O , T ]  i s  p a r t i t i o n e d  i n t o  n  
e q u a l  s u b i n t e r v a l s  b y  t h e  p a r t i t i o n  0  =  t o  <  t ,  .  .  .  <  t ,  =  T  w i t h  h  =  T  I n  a n d  
t ,  = k h , k = 0 , 1  . . . ,  n .  
N o w ,  a t  t i m e  t k + , ,  a p p r o x i m a t i n g  t h e  d e r i v a t i v e s  o n  t h e  l e f t  h a n d  s i d e  o f  ( C . 3 . 2 )  b y  
( x ( t k + , )  -  x ( t k ) ) / h  a n d  ( ~ ( t ~ + ~ )  -  z ( t k ) / h  y i e l d s  t h e  i m p l i c i t  E u l e r  t y p e  s c h e m e  
~ ( t k + l )  -  d t k  -  d t k + l )  +  d t k  E  h N ( z ( t k + l ) ;  r ( t k + l ) ) .  
( c . 3 . 5 )  
N o t e  t h a t  t h e  p o s i t i v e  f a c t o r  h  i s  i m m a t e r i a l  a s  t h e  r i g h t  h a n d  s i d e  o f  ( C . 3 . 5 )  i s  a  c o n e .  
T h e  n e x t  s t e p  i s  t o  s o l v e  ( C . 3 . 5 )  f o r  z ( t k + , ) .  L e t  Q ( y ; r )  d e n o t e  t h e  p r o j e c t i o n  o f  
y  E  9 3  o n t o  t h e  s e t  [ - r ,  r ]  .  A  c l a s s i c a l  r e s u l t  f r o m  c o n v e x  a n a l y s i s  i s  t h a t  y  -  z  E  N ( z ;  r )  
i s  e q u i v a l e n t  t o  z  =  Q ( y ; r )  ,  [ 4 ] ,  [ 6 ] .  A p p l y i n g  t h i s  r e s u l t  t o  ( C . 3 . 5 )  y i e l d s  t h e  s o l u t i o n  
z ( t k + l )  =  ~ ( ~ ( t k )  +  ~ ( t k + ~ )  -  x ( t k ) ; r ( t k + l ) )  
( C . 3  - 6 )  
T h e o r e m  C . 3 . 1  
F o r  e v e r y  x  E  C O > ~ ( [ O , T ] ;  I )  ,  r  e  c ' , '  ( [ o , T ] ;  I + )  n [ 0 ,  7 1  a n d  i n i t i a l  c o n d i t i o n  I z , ~  5  r ( 0 )  ,  
p r o b l e m  E P  h a s  a  u n i q u e  s o l u t i o n  z ( t )  =  z ( t ;  z o ,  x ( . ) ,  r ( . ) )  s u c h  t h a t  z  E  C O . ~  ( [ O ,  T I ;  X )  .  
( l e t  K ,  ,  K , .  d e n o t e  t h e  L i p s c h i t z  c o n s t a n t s  o f  x  a n d  r  r e s p e c t i v e l y )  
P r o o f :  
A s  o u t l i n e d  a b o v e ,  t h e  p r o o f  o f  e x i s t e n c e  i s  b a s e d  o n  t h e  c o n s t r u c t i o n  o f  a n  a p p r o x i m a t e  
s o l u t i o n  u s i n g  a  s i m p l e  t i m e  d i s c r e t i z a t i o n .  F o r  e a c h  n  E  N ,  f o r m  a  p a r t i t i o n  
O = t o < t ,  . . .  < t n = T w i t h  h = T l n  a n d  t k = k h , k = O , l  . . . ,  n .  L e t  Q ( y ; r )  b e  t h e  
p r o j e c t i o n  o p e r a t o r  d e f i n e d  i n  g A . 2  a n d  P ( y ;  r )  =  y  -  Q ( y ;  r )  .  F o r  k  =  0 , 1 , .  .  .  ,  n  d e f i n e  
t h e  n o d e s  x , "  =  x ( t k ) ,  r," =  r ( t k )  a n d  f o r  k  =  1 , 2 . .  .  ,  n  ,  d e f i n e  
z , "  =  Q ( z , " - ,  +  x , "  -  x z - ,  ;  r , " )  ,  
( C . 3 . 7 )  
s t a r t i n g  f r o m  t h e  g i v e n  i n i t i a l  c o n d i t i o n  z , .  N o t e  t h a t  t h e  p r o j e c t i o n  o p e r a t o r  e n s u r e s  
t h a t  e a c h  n o d e  s a t i s f i e s l z ~ l 5  r ;  . N o w  c o n s t r u c t  a  s e t  o f  p i e c e w i s e  l i n e a r  E u l e r  a r c s  o n  
[ O , T ]  u s i n g  
I  
1  
x n ( t )  =  + - ( t - t k - l ) ( ~ i  - x , " - , ) ,  
h  
1  
r n  ( t )  =  r j l  +  -  ( t  -  t k - 1  ) ( r , "  -  r j l  ) ,  
h  
( C . 3 . 8 )  
1  
z n  ( t )  =  ~ i - 1  + -  ( t  -  t k - l ) ( ~ z  - Z I - ~ ) ,  
h  
f o r t  E  [ t k P l ,  t k ) ,  k  =  1 , 2 . .  .  ,  n  ,  c o n t i n u o u s l y  e x t e n d e d  t o  t  =  T  .  I t  f o l l o w s  t h a t  x n  +  x  
a n d  r n  - +  r  u n i f o r m l y  i n  C ( [ O , T ] ; % )  a s  n  +  o o  .  T o  m a k e  t h e  e q u a t i o n s  a  b i t  s h o r t e r  t h e  
1 7 8  
f o l l o w i n g  n o t a t i o n  i s  i n t r o d u c e d  A x , "  =  x , "  -  x & ,  ,  Ar; =  r: -  r:, a n d  A z , "  =  z , "  -  z:-, .  
N o w ,  u s i n g  t h e  i d e n t i t y  P ( y ;  r )  =  y  -  Q ( y ;  r )  y i e l d s  A x , "  -  & [  =  P ( z , " - ~  +  x , "  -  x [ - ~  ;  r:) 
a n d  a p p l y i n g  i n e q u a l i t y  ( A . 2 . 1 )  i n  5 A . 2  l e a d s  t o  
( A ~ , " - & ; , Z ; - ~ ) > O  ~ l ~ l r r ; ,  ( c . 3 . 9 )  
f o r  a l l  k  =  1 , 2 .  .  .  ,  n  .  S i n c e  I Q ( Z L ,  ;  r ; ) l <  r; b y  d e f i n i t i o n ,  i t  f o l l o w s  f r o m  ( C . 3 . 9 )  t h a t  
( G  - & ; , z ;  - Q ( z , " , ; r : ) )  r  0 ,  
( c . 3 . 1 0 )  
a n d  h e n c e  
2  
I ~ x : - h ; l  = ( A x , "  - & : , A x , " ) - ( A x , "  - A z , " , z : - ~ ( z : - ~ ; r : ) )  
w h e r e  ( C . 3 . 1 0 )  a n d  t h e  f a c t  t h a t  l z , " _ , l <  r,-, = I  I ~ ( z , " - , ; r ; ) l <  ( r ;  -  r l l l l  h a v e  b e e n  u s e d .  
S i m p l i Q i n g  ( C . 3 . 1 1 )  y i e l d s  
f o r  a l l  k  =  0 , 1 , 2 . .  .  ,  n  .  I t  i s  n o w  p o s s i b l e  t o  o b t a i n  a  u n i f o r m  b o u n d  o n l i n ( t ) l  ,  u s i n g  
( C . 3 . 8 )  a n d  ( C . 3 . 1 1 ) ,  f o r  t  E  [ t k - , , t k ) ,  
a n d  h e n c e  112" 1 1  <  K ~  f o r  a l l  t  t  [ 0 ,  T I .  R e c a l l  t h a t  I z , " l <  r; 5  F  f o r  a l l  k  .  C o m b i n i n g  t h i s  
m  
w i t h  t h e  f a c t  t h a t  z n ( t )  i s  a  c o n v e x  c o m b i n a t i o n  o f  t h e  v a l u e s  t a k e n  b y  t w o  s u c c e s s i v e  
n o d e s ,  l e a d s  t o  t h e  c o n c l u s i o n  t h a t  I I z n ( I  i  F  .  T o  r e c a p ,  a s  n  +  m  t h e  E u l e r  a r c s  o n  
m  
[ 0 ,  T I  a l l  s a t i s f l  
z n  ( 0 )  =  z , ,  l l z n  11, i  F ,  Ilin 1 1  <  K = .  
m  
( C . 3 . 1 4 )  
I t  f o l l o w s  t h a t  t h e  s e q u e n c e  { z " )  i s  u n i f o r m l y  b o u n d e d  a n d  e q u i c o n t i n u o u s  a n d  s o  b y  
t h e  t h e o r e m  o f  A r z e l a  ( T h e o r e m  A .  1 . 1  i n  § A . l ) ,  s o m e  s u b s e q u e n c e  o f  { z n )  c o n v e r g e s  
u n i f o r m l y  t o  a  c o n t i n u o u s  f u n c t i o n  z  :  [ O , T ]  93 .  F r o m  T h e o r e m  A .  1 . 2 ,  t h e  l i m i t i n g  
h n c t i o n  w i l l  i n h e r i t  t h e  L i p s c h i t z  r a n k  K ,  o n  [ 0 ,  T I  a n d  h e n c e  z  E  c O "  ( 1 0 ,  T I ;  % )  .  N e x t  i t  
i s  s h o w n  t h a t  z ( t )  s a t i s f i e s  E P ( i ) .  R e f e r r i n g  b a c k  t o  ( C . 3 . 8 )  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  f o r  
t  E  [ t k P l ,  t k )  ,  z n  ( t )  s a t i s f i e s  
I  z n ( t )  I <  a  I  Z k  I  + ( 1 - a )  I  Z k - 1  15 a r k + ( l - a ) r k - l ~  
( C . 3 . 1 5 )  
f o r  s o m e  a :  E  [ 0 , 1 ) .  C o m b i n i n g  ( C . 3 . 1 5 )  w i t h  t h e  e q u a l i t y  r ( t )  -  a r ( t )  -  ( 1  -  a ) r ( t )  =  0 ,  
y i e l d s  
I z n ( t ) l  5 r ( t ) + a  1 1 1  r ( t ) - r :  + ( l - a )  r ( t ) - r ~ n _ ~ l ,  
( C . 3 . 1 6 )  
f o r  t  E  [ t k - l , t k )  a n d  h e n c e  
f o r  a l l  t  E  [ O , T ]  .  S e l e c t i n g  a  c o n v e r g e n t  s u b s e q u e n c e  o f  { z n )  a n d  p a s s i n g  t o  t h e  l i m i t  a s  
n  - +  o o ,  s h o w s  t h a t  E P  ( i )  i s  s a t i s f i e d .  T h e  n e x t  s t e p  i s  t o  s h o w  t h a t  E P  ( i i )  i s  s a t i s f i e d  
a s  n  - +  c o  .  P i c k  s o m e  p  E  C ( [ O ,  T I ;  9 3 )  s u c h  t h a t  I p ( t ) l  5 r ( t )  f o r  a l l  t  E  [ 0 ,  T I ,  t h e n  f o r  
1  
( f "  ( 0  - i n  ( t ) ,  z n  ( t )  -  ~ ( t ) )  =  - ( h i  h  -  A z ; ,  z n  ( t )  -  p ( t ) ) ,  
F r o m  ( C . 3 . 9 ) ,  i t  c a n  b e  s e e n  t h e  f i r s t  t e r m  o n  t h e  r i g h t  i s  p o s i t i v e ,  s o  u s i n g  ( C . 3 . 1 2 )  
l e a d s  t o  
a n d  s o  f o r  e v e r y  z ,  t  E  [ 0 ,  T I ,  t  >  z  ,  
S e t t i n g  a n ( t )  =  x n ( t )  -  z n ( t ) ,  ( C . 3 . 2 0 )  c a n  b e  e q u i v a l e n t l y  w r i t t e n  a s  a  R i e m a n n -  
S t i e l t j e s  i n t e g r a l  
2  1  
f ( ~ ~ ( s ) - ~ ( s ) , d a ~ ( s ) ) > - 2 ~ ~ ( ~ ~  + K , )  - .  ( C . 3 . 2 1 )  
n  
A s  i t  h a s  a l r e a d y  b e e n  e s t a b l i s h e d  t h a t  a  s u b s e q u e n c e  o f  { z n }  c o n v e r g e s  t o  a  L i p s c h i t z  
f u n c t i o n  z ( t ) u n i f o r m l y  i n  C ( [ O , T ] ; W )  a n d  { x n }  c o n v e r g e s  t o  x ( t )  u n i f o r m l y  i n  
C ~ ~ ' ( [ O , T ] ; W ) ,  i t  f o l l o w s  t h a t  a  s u b s e q u e n c e  o f  b n }  c o n v e r g e s  t o  a  L i p s c h i t z  f u n c t i o n  
a ( t )  u n i f o r m l y  i n  C ( [ O , T ] ; % ) .  T h u s ,  i n s e r t i n g  t h e  c o n v e r g e n t  s u b s e q u e n c e s  i n t o  
( C . 3 . 2 1 ) ,  i t  i s  p o s s i b l e  t o  p a s s  t o  t h e  l i m i t  a s  n  +  o ~  [ 9 ] ,  t o  o b t a i n  
O < J ; ( z ( s ) - Y 7 ( ~ ) , d a ( ~ ) ) = ~ ~ ( f ( ~ ) - ~ ( ~ ) , ~ ( ~ ) - P ) ( ~ ) ) d ~ .  ( C . 3 . 2 2 )  
f o r  e v e r y  t ,  t  E  [O, T I ,  t  >  t  a n d  p  E  C ( [ O ,  T I ;  9 3 )  s u c h  t h a t  I p ( t ) l  5  r ( t )  ,  w h i c h  i s  
e q u i v a l e n t  t o  E P ( i i ) .  T h e  n e x t  s t e p  i s  t o  e s t a b l i s h  t h e  u n i q u e n e s s  o f  s o l u t i o n s  o n  [ O , T ]  .  
L e t  z ( t )  =  z ( t ;  z o ;  x ( . ) ,  r ( . ) )  a n d  s ( t )  =  s ( t ;  s o ;  y ( . ) ,  r ( . ) )  b e  t w o  s o l u t i o n s  o f  E P  ,  
c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  i n p u t s  x ,  r  E  c o 2 '  ( % + ;  9 3 )  a n d  y ,  r  E  ~ ~ , ' ( 9 3 + ; 9 3 )  a n d  i n i t i a l  
c o n d i t i o n s  I z o l  l  r ( 0 )  a n d  I s o l  l  r ( 0 )  r e s p e c t i v e l y .  T e s t i n g  t h e  c o r r e s p o n d i n g  v a r i a t i o n a l  
i n e q u a l i t i e s  w i t h  p  =  ( s ( t )  +  z ( t ) ) / 2  a n d  a d d i n g  g i v e s  
a n d  h e n c e  
f o r  a l l  t  E  [ O , T ] .  S e t t i n g  z o  = s o  a n d  x ( t )  =  y ( t )  ,  i m p l i e s  z ( t )  =  s ( t )  a n d  h e n c e  
u n i q u e n e s s  o f  t h e  s o l u t i o n  f o l l o w s .  W h i l e  ( C . 3 . 2 4 )  d o e s  p r o v e  c o n t i n u o u s  d e p e n d e n c e  
o n  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  a n d  o n  i ( t )  ,  e s t a b l i s h i n g  c o n t i n u o u s  d e p e n d e n c e  o f  t h e  s o l u t i o n  
o n  r ( t )  i s  a  l i t t l e  t r i c k i e r  a n d  w i l l  b e  t a k e n  u p  n e x t .  
A  m o r e  g e n e r a l  v e r s i o n  o f  t h i s  t h e o r e m ,  r e q u i r i n g  o n l y x , r  E  A C ( [ O , T ] ; % ) ,  c a n  b e  
o b t a i n e d  f r o m  t h e  a u t h o r  o n  r e q u e s t .  T h e  e f f e c t  o f  v i s c o p l a s t i c  r e g u l a r i z a t i o n  b e c o m e s  
a p p a r e n t  w h e n  t h e  r e s u l t  a b o v e  i s  c o m p a r e d  w i t h  T h e o r e m  C . 2 . 1 ,  w h e r e  t h e  i n p u t s  w e r e  
o n l y  r e q u i r e d  t o  b e  i n L , ( [ O , T ] ; W )  . T h e  n e x t  s t e p  i n  e s t a b l i s h i n g  w e l l p o s e d n e s s  o f  t h e  
E P  m o d e l ,  i s  t o  e s t a b l i s h  c o n t i n u o u s  d e p e n d e n c e  t h e  s o l u t i o n s  o n  r ( t )  a n d  x ( t ) .  T h e  
p r o o f  o f  t h e  f o l l o w i n g  p r o p o s i t i o n  i s  e s s e n t i a l l y  t h e  s a m e  a s  t h e  p r o o f  o f  
P r o p o s i t i o n  2 . 3 . 4  i n  [ l o ] .  
P r o p o s i t i o n  C . 3 . 1  F o r  s o m e T  >  0 ,  l e t  z ( t )  =  z ( t ; z ( O ) ; x ( . ) ,  r ( . ) )  a n d  
s ( t )  = s ( t ; s ( O ) ; y ( - ) , p ( . ) )  b e  t w o  s o l u t i o n s  o f  E P  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  i n p u t s  
( x ,  I )  E  c O J  ( ( H + ; I R )  x  c O J  ( % + ;  W )  n  [ o , F ] ,  a n d  ( y , p )  E  C O > ~ ( W + ; % )  x  C O > ' ( W + ; ~ R )  n  [ o ,  F ]  
a n d  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  I z ( 0 ) l  i  r ( 0 )  a n d  l s ( 0 ) I  i  p ( 0 )  r e s p e c t i v e l y .  T h e n  t h e  f o l l o w i n g  
L i p s c h i t z - t y p e  e s t i m a t e  h o l d s  
I z ( t )  -  s ( t ) l i  I Z ( O )  -  s ( o ) l +  2  s u p  I x ( ~  - Y ( t ) l  +  s u p  l r ( t )  -  p ( t ) l .  
( ~ 3 . 2 5 )  
r e [ O , [ l  = [ O , t I  
f o r  a l l  t  E  [ O , T ]  .  
P r o o f :  P r o c e e d i n g  a s  i n  t h e  p r o o f  o f  T h e o r e m  C . 3 . 1 ,  o n e  o b t a i n s  t h e  r e c u r s i o n s  
z , "  =  Q ( z , " - ,  +  x , "  -  ;  r k n  )  .  R e c a l l  t h a t  t h e  p r o j e c t i o n  o p e r a t o r  i s  g i v e n  b y  
Q ( y ;  r )  =  m i n ( r ,  m a x ( -  r ,  y ) )  ( s e e  5 A . 2 ) .  D e f i n i n g  a , "  =  x , "  -  z , "  ,  t h e n  
a , "  =  x; -  Q ( z , " - ,  +  x i  -  
;  r ; ) ,  
=  x , "  -  Q ( x ;  -  a ; - ,  ;  r:),
( C . 3 . 2 6 )  
=  m a x ( x i  -  r; ,  m i n ( x , " +  r; ,  a , " - , ) )  
S i m i l a r l y  d e f i n i n g  q ;  =  y , "  -  s , "  o n e  o b t a i n s  
N o w  f o r  a n y  a ,  b y  c ,  d  E  %  ,  t h e  f o l l o w i n g  i n e q u i t i e s  h o l d s  [ l o ] ,  
I m a x ( a ,  b )  -  m a x ( c ,  d ) (  i  m a x ( l a  -  c l ,  ib - d l ) ,  
( C . 3 . 2 8 )  
I m i n ( a ,  b )  -  m i n ( c ,  d ) l  <  m a x ( l a  -  e l ,  ib -  d l )  
T h u s  c o m b i n i n g  ( C . 3 . 2 6 ) - ( C . 3 . 2 7 )  o n e  o b t a i n s  t h e  i n e q u a l i t y  
la; - q ; l i m a x [ x ;  - y , " l + l r ;  - ~ ; l . l a ; - ~  -Val) 
s u p  i x n  ( r )  -  y n  ( r ) l +  s u p  I r n  ( r )  - p H  ( r ) l ,  l a , " - l  -  
= [ O , T I  = [ O , T l  
f o r  a l l  k  =  I , . .  . , n .  U s i n g  a  s i m p l e  i n d u c t i o n  a r g u m e n t  o n  ( C . 3 . 2 9 )  a n d  t h e  i n t e r p o l a t i o n  
f o r m u l a s  i n  ( C . 3 . 8 )  w i t h a n ( t )  =  x n ( t )  -  z n ( t )  a n d  q n ( t )  =  y n ( t )  - s n ( t )  ,  i t  c a n  b e  s h o w  
t h a t  
l a n  ( t )  - q n ( t ) l  2  m a x  s u p  i x n ( r )  -  y "  ( r ) l +  s u p  i r n  ( r )  -  p n ( r ) l ,  l r r ( 0 )  - q ( 0 ) 1  
. r ~ [ o , T l  r e [ O , T l  
f o r  a l l  t  E  [ O , T ]  . u s i n g ( z n ( t )  -  s n ( t ) l  <  I x n ( t )  -  y n ( t ) l  +  l a n ( t ) - q n ( t ) l  f o r  a l l  t  E  [ O , T ]  a n d  
( C . 3 . 3 0 )  g i v e s  
s u p  l x n ( r )  -  y n ( r ) l  +  s u p  ( r n ( r )  - p n ( r ) l ,  l z ( 0 )  - s ( o ) ~ +  l x ( 0 )  -  - y ( 0 ) 1  ,  ( C . 3 . 3  1 )  
r e [ o , T l  r c [ O , T l  1  
5  l z ( 0 )  - s ( o ) l +  s u p  l x n ( r ) -  y n ( r ) l +  s u p  l r n ( r ) - p n ( r ) l .  
~ 4 0 , T l  r c [ o , T l  
S i n c e  E P  h a s  a  u n i q u e  s o l u t i o n ,  t h e  e n t i r e  s e q u e n c e s  { z n ( t ) }  a n d  { s n ( t ) }  c o n v e r g e  
u n i f o r m l y  t o  z ( t )  a n d  s ( t ) r e s t i v e l y  a s  n  +  o o  .  P a s s i n g  t o  t h e  l i m i t  a s  n  +  o o  i n  
( C . 3 . 3  1 )  y i e l d s  
w h i c h  d u e  t o  c a u s a l i t y  i s  e q u i v a l e n t  t o  ( C . 3 . 2 5 ) .  
I n t e r e s t i n g l y ,  i t  c a n  b e  s h o w n  t h a t  t h e  s o l u t i o n  i s  l o c a l l y  L i p s c h i t z  d e p e n d e n t  i n  
A C ( [ O , T ] ;  % )  .  T h e r e  a r e  s o m e  r e s t r i c t i o n s  h o w e v e r .  T h e  e s t i m a t e  i s  o n l y  v a l i d  f o r  s o m e  
i n t e r v a l  [ O , T ]  c  % +  ,  o n  w h i c h  r ( t )  i s  n o n z e r o ,  i . e .  r ( t )  2  6  >  0 ,  V t  E  [ O , T ]  . T h i s  i s  n o t  a s  
b a d  a s  i t  s e e m s  h o w e v e r ,  s i n c e  i f  o n  s o m e  i n t e r v a l , r ( t )  =  0 ,  t h e n  z ( t )  =  0  a n d  t h e  
q u e s t i o n  o f  d e p e n d e n c e  i s  m o o t .  T h e  f o l l o w i n g  t h e o r e m  i s  b a s e d  o n  T h e o r e m . 7 . 1  o f  [ 8 ]  
a n d  s h o w s  t h a t  i f  r ( t )  s a t i s f i e s  0  <  6  <  r ( t )  I  F , ' d t  E  [ O , T ]  ,  t h e n  t h e  
s o l u t i o n  z ( t ;  z o ,  x ( . ) ,  r ( . ) )  i s  L i p s c h i t z  d e p e n d e n t  o n  u  a n d  r  ,  i n  t h e  A C ( [ O , T ] ;  % )  n o r m .  
T h e  p r o o f  i s  r a t h e r  l o n g  a n d  h a s  b e e n  o m i t t e d  f o r  b r e v i t y .  T h e  p r o o f  o f  t h e  
m u l t i d i m e n s i o n a l  v e r s i o n  c a n  b e  f o u n d  i n  [ 8 ]  .  
P r o p o s i t i o n  C . 3 . 2  F o r  s o m e  T  >  0 ,  l e t  z ( t )  =  z ( t ;  z ( 0 ) ;  x ( . ) ,  r t ) )  a n d  
s ( t )  =  s ( t ; s ( O ) ;  y ( . ) , p ( . ) )  b e  t w o  s o l u t i o n s  o f  E P  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  i n p u t s  
( x ,  r )  E  c O , '  ( 9 3 , ;  % )  x  C O ~ '  ( % + ; % )  a n d  ( J J ,  p )  E  c O , I  ( % + ; % )  x  c O , ' ( % + ; % )  a n d  i n i t i a l  
c o n d i t i o n s  z ( 0 )  =  Q ( x ( O ) ; r ( O ) )  a n d  s ( 0 )  =  Q ( y ( O ) ; p ( O ) )  r e s p e c t i v e l y .  I f  
0  <  6  l  r ( t ) ,  s ( t )  l  F ,  V t  E  [ 0 ,  T I ,  t h e n  t h e  f o l l o w i n g  i n e q u a l i t y  h o l d s  
T h e  p o s i t i v e  c o n s t a n t  K O  d e p e n d s  o n l y  o n  6  a n d  F  ,  w h i l e  K ,  =  m a x ( ~ , ,  K , ,  K , ,  K , )  
w h e r e  K , ,  K , ,  K, a n d  K ,  a r e  t h e  L i p s c h i t z  c o n s t a n t s  f o r  x , r ,  y  a n d  p  r e s p e c t i v e l y .  O  
F o l l o w i n g  P r o p o s i t i o n . 2 . 3 . 7  i n  [ l o ] ,  P r o p o s i t i o n  C . 3 . 2  c a n  b e  s t r e n g t h e n e d  t o  g l o b a l  
L i p s c h i t z  c o n t i n u i t y  w i t h  r e s p e c t  t o x  ,  a n d  w i t h o u t  i n s i s t i n g  t h a t  r  i s  n o n z e r o .  
T h e  p r o o f  i s  i d e n t i c a l  t o  t h e  p r o o f  o f  p r o p o s i t i o n . 2 . 3 . 7  i n  [ l o ]  a n d  s o  h a s  b e e n  o m i t t e d .  
P r o p o s i t i o n  C . 3 . 3  F o r  s o m e  T  >  0 ,  l e t  z ( t )  =  z ( t ;  z ( 0 ) ;  x c ) ,  r c ) )  a n d  
s ( t )  =  s ( t ; s ( O ) ;  y ( ) , r ( . ) )  b e  t w o  s o l u t i o n s  o f  E P  w i t h  t h e  s a m e  c o n t r o l  
r  E  C O , '  ( [ 0  ,  T I ;  % +  )  f l  [ O ,  F ]  ,  b u t  w i t h  i n p u t s  x  E  C O ? '  ( % +  ;  % )  a n d  y  E  c 0 , l  ( % +  ;  % )  a n d  
i n i t i a l  c o n d i t i o n s  z ( 0 )  =  Q ( x ( O ) ; r ( O ) )  a n d  s ( 0 )  =  Q ( y ( O ) ; r ( O ) )  r e s p e c t i v e l y .  T h e n  t h e  
f o l l o w i n g  i n e q u a l i t y  h o l d s  
B e f o r e  m o v i n g  o n  l e t s  t a k e  a  l o o k  a t  t h e  i m p l i c a t i o n s  o f  T h e o r e m  C . 3 . 1  f o r  m o d e l s  
b a s e d  o n  t h e  s i m p l e  E P  e l e m e n t .  C o n s i d e r  f i r s t  t h e  m u l t i p l e  e l e m e n t  m o d e l  f o r m  $ 3 . 6 ,  
w i t h  c o n s t a n t  e l a s t i c  m o d u l i .  A n  H ( E P )  m o d e l ,  c o n s i s t i n g  i f  n  E P  e l e m e n t s  a r r a n g e d  i n  
p a r a l l e l  c a n  b e  w r i t t e n  i n  v a r i a t i o n a l  f o r m  a s  
w h e r e  0  =  z o  <  .  .  .  <  z ,  <  c ~  d e f i n e  t h e  r e l a t i v e  m a g n i t u d e s  o f  t h e  i n d i v i d u a l  y i e l d s  
s t r a i n s ,  r ( t )  E  [ 0 ,  F ]  c o n t r o l s  t h e  i n s t a n t a n e o u s  v a l u e s  y i e l d s  s t r a i n s  a n d  p i  >  0  ,  
x  4  =  1  a r e  t h e  s t i f h e s s  d i s t r i b u t i o n  c o e f f i c i e n t s .  O b v i o u s l y  i f  x ,  r  E  c O , l  ( [ 0 ,  T I ;  W )  
i  
t h e n  b y  T h e o r e m  C . 3 . 1 ,  e a c h  o f  t h e  i n d i v i d u a l  e l e m e n t s  w i l l  h a v e  a  u n i q u e  s o l u t i o n  
z i  E  c o 3 '  ( [ 0 ,  T I ;  W) .  S i n c e  cO" ( [ 0 ,  T I ;  % )  i s  a  n o r m e d  l i n e a r  s p a c e ,  i t  i s  c l o s e d  u n d e r  
n  
a d d i t i o n  a n d  h e n c e  z  =  G T  f i z i  e  C o 3 '  ( [ o , T ] ;  W) w i l l  a l s o  u n i q u e .  N o w ,  w h a t  i f  G T  i s  
i = I  
a l s o  a  t i m e  v a r y i n g  f u n c t i o n .  I f  G T  ( t )  E  [ 0 ,  G I ,  ' d t  E  [ o ,  T I  a n d  G T  E  C o 3 '  ( [ 0 ,  T I ;  % )  ,  t h e n  
z  w i l l  s t i l l  b e  u n i q u e  a n d  L i p s c h i t z  c o n t i n u o u s .  W h i l e  t h e  f i r s t  r e m a r k  i s  f a i r l y  o b v i o u s ,  
t o  s e e  t h a t  t h e  s e c o n d  i s  t r u e  n o t e  
w h e r e  r c Z a n d  K G  a r e  L i p s c h i t z  c o n s t a n t s  f o r  z ( t )  a n d  G T ( t )  r e s p e c t i v e l y .  
T h e  f i n a l  q u e s t i o n  t o  b e  e x p l o r e d  i s ,  i f  t h e  E P  m o d e l  i s  c o u p l e d  w i t h  a n  o r d i n a r y  
d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n ,  c a n  t h e  e x i s t e n c e  o f  a  s o l u t i o n  s t i l l  b e  a s s u m e d .  C o n s i d e r  t h e  
f o l l o w i n g  s y s t e m  
x z  {  i ( t >  =  F ( x ( t ) ,  z ( t ) ,  u ( t ) )  
( G i ( t )  -  i ( t ) , z ( t )  -  u ) )  2  0 ,  
b'lal i  r ( t ) ,  
( C . 3 . 3 7 )  
l z ( t ) l i  r ( t ) ,  V t  2  0 .  
w h e r e  x  E  A n ,  z  E  9 3 ,  u  :  A +  H  ( J I m  i s  a  v e c t o r  o f  f o r c i n g  t e r m s  ,  r  :  A +  4  'R, i s  t h e  
d a m p e r  c o n t r o l ,  F  :  W "  x  A  x  ( J I m  H  ' 9 3 "  a n d  G  E  A n  i s  a  v e c t o r  w i t h  I G I  =  1  f o r  
s i m p l i c i t y .  I f  F  i s  L i p s c h i t z  i n  a l l  i t s  a r g u m e n t s ,  t h e n  i t  i s  p o s s i b l e  t o  p r o v e  a  v e r y  
g e n e r a l  t h e o r e m  l i k e  T h e o r e m  C . l . l  u s i n g  t h e  c o n t r a c t i o n  m a p p i n g  t h e o r e m  a n d  
P r o p o s i t i o n s  C . 3 . 2  a n d  C . 3 . 4 .  A  n i c e  e x a m p l e  o f  t h i s  s o r t  i s  g i v e n  i n  [ l l ] .  I n s t e a d  a  l e s s  
g e n e r a l  t h e o r e m  w i l l  b e  g i v e n ,  t h e  p r o o f  o f  w h i c h  i s  b a s e d  o n  a  m i x e d  e x p l i c i t - i m p l i c i t  
E u l e r  d i s c r e t i z a t i o n  o f  C  .  I t  i s  b a s i c a l l y  a  c o m b i n a t i o n  o f  T h e o r e m  C . 3 . 1  a n d  t h e  
c l a s s i c a l  P e a n o  e x i s t e n c e  t h e o r e m  f o r  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  [ 1 ] , [ 9 ] .  
C o r o l l a r v  C . 3 . 1  S u p p o s e  t h a t  F ( O , O , O )  =  0  a n d  f o r  a l l  ( x ,  z ,  u ) ,  ( 3 ,  Z, z l )  E  A "  x  %  x  A m  
t h e r e  e x i s t s  a  p o s i t i v e  c o n s t a n t  p  s u c h  t h a t  
~ F ( x , z , u ) - F ( F , ~ , ~ ) ( < ~ ~ x - ~ ~ + P ( z - z ~ + P ~ u - F ~ .  ( C . 3 . 3 8 )  
T h e n  f o r  e a c h  x ,  E  A n  ,  I z , ~  i  r ( 0 )  ,  r  E  c ~ ~ ' ( [ o , T ] ; ( J I + ) ,  u  c  C ( [ O , T ] ; ' R m )  a n d  
( i )  
T h e  s y s t e m  C  h a s  a  u n i q u e  s o l u t i o n  x ( t )  =  x ( t ;  x , ,  z o ,  r ( . ) ,  u ( . ) )  ,  
z ( t )  =  z ( t ; x o ,  z o , r ( . ) , u ( . ) )  s u c h  t h a t  z  E  c O ' ~ ( [ O , T ] ; A )  ,  x  E  c ' ( [ o , T ] ; % " )  a n d  
I x ( t )  -  x o l  i  t e e B t ( l x o l  + 2 R )  V t  c  [ O , T ] .  ( C . 3 . 3 9 )  
L e t  x ( t )  =  x ( t ;  x o ,  z o ,  r ( . ) ,  u ( . ) )  ,  z ( t )  =  z ( t ;  n o ,  z o  ,  r ( . ) ,  u ( . ) )  a n d  
T ( t )  =  T ( t ;  q ,  Z o ,  7(.), z l ( . ) )  ,  Z ( t )  =  Z ( t ;  T o ,  G ,  F ( . ) ,  z l ( . ) )  b e  t h e  u n i q u e  s o l u t i o n s  o f  
C  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s ,  c o n t r o l s  a n d  i n p u t s  ( x , ,  z o ,  r ,  u )  a n d  
( T o ,  Z,, , 7 ,  z l ) r e s p e c t i v e l y  ( b o t h  s e t s  s a t i s f y i n g  t h e  c o n d i t i o n s  a b o v e ) ,  t h e n  
f o r  s o m e  c o n s t a n t s  p l y  p, >  0  a n d  f o r  a l l  t  E  [ O , T ]  ( c o n t i n u o u s  d e p e n d e n c e ) .  
( i i )  
I f  a l s o  u  E  C ( [ O ,  a ) ; s m )  a n d  r  E  
( [ 0 ,  a ) ; % + ) ,  t h e  s o l u t i o n  o f  C  a d m i t s  t h e  
e x t e n s i o n  t h e n  x  E  c 1  ( [ o ,  a ) ;  f i n )  a n d  z  E  A C ( [ O ,  a ) ;  % )  .  
( i i i )  
I f  a l s o  u  E  c O , '  ( [ O ,  a ) ; % " )  a n d  a l l  s o l u t i o n s  o f  C  a r e  u n i f o r m l y  b o u n d e d ,  t h e n  
x  E  c l , ' ( [ O ,  a ) ;  5 R n )  a n d  z  E  c O , l  ( [ o ,  a ) ;  % )  .  
P r o o f  
F o r e a c h n ~  N ,  f o r m a p a r t i t i o n  O = t o  < t  , . . .  < t n  = T w i t h  h = T l n  a n d  
t k  =  k h ,  k  =  0 , l . .  . ,  n .  F o r  k  =  0 , 1 , .  .  .  ,  n  d e f i n e  r: =  r ( t k )  a n d  u , " - ~  =  u ( t k )  f o r  
k  =  1 , 2 . .  .  ,  n ,  c o n s t r u c t  a  s e t  o f  n o d e s  s p a n n i n g [ O , T ]  u s i n g  t h e  f o l l o w i n g  m i x e d  
e x p l i c i t - i m p l i c i t  E u l e r  s c h e m e  
s t a r t i n g  f r o m  t h e  g i v e n  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  z ,  a n d  x o  . N o w  c o n s t r u c t  t h e  p i e c e w i s e  l i n e a r  
E u l e r  a r c s  o n  [ O , T ]  u s i n g  
f o r t  E  [ t k - l ,  t k )  ,  k  =  1 , 2 . .  . ,  n  ,  c o n t i n u o u s l y  e x t e n d e d  t o  t  =  T  .  I t  f o l l o w s  r n  +  r  i n  
C ( [ O ,  T I ; % )  a s  n  +  a  .  T o  s i m p l i f y  t h e  e q u a t i o n s  a  b i t ,  d e f i n e  A x ;  =  x i  -  x k , ,  
A z ;  = a ;  - z , " ,  e t c .  R e c a l l  t h a t  I z , " ! ~  r: f o r  a l l k ,  d u e  t o  t h e  p r o j e c t i o n  i n  ( C . 3 . 4 1 ) .  
U s i n g  t h i s  k n o w l e d g e  i t  i s  p o s s i b l e  t o  o b t a i n  a n  e x p l i c i t  b o u n d  o n  t h e  n o d e s  x , "  b y  u s i n g  
( C . 3 . 3 8 )  a n d  ( C . 3 . 4 1 ) ,  
1.; -  x i - ,  1  5  h ~ [ x , " - ~  1  +  l r 2 ,  (  +  l u $ ,  1)s h p I x ; - ,  1  +  h p ( P  +  1 ~ 1 ,  ) .  
( C . 3 . 4 3 )  
a n d  h e n c e  
w h e r e  A  =  / 3 ( x o l  +  P  +  I I U I I , ) .  
A p p l i c a t i o n  o f  T h e o r e m  A .  1 . 4  i n  § A .  1  g i v e s  
f o r  k  =  1 , .  .  .  ,  n  .  T h u s  a l l  o f  t h e  n o d e s  x , "  ,  a r e  c o n t a i n e d  i n  t h e  b a l l  B ( x o  ;  m )  
a n d  d u e  t o  
t h e  f a c t  t h a t  x n ( t ) i s  a  c o n v e x  c o m b i n a t i o n  o f  s u c c e s s i v e  n o d e s ,  
x n  ( t )  E  B ( x o  ;  m ) ,  ' d t  E  [ 0 ,  T I .  N o w  f o r t  E  ( t , - ,  ,  t , )  ,  t a k i n g  t h e  d e r i v a t i v e  o f  x n  ( t )  a n d  
u s i n g  ( C . 3 . 4 3 )  a n d  ( C . 3 . 4 5 )  y i e l d s ,  
5  ~ ( m  +  1 x 0 1  +  F  +  I C I I , ) =  ~ x -  
w  ( C . 3 . 4 6 )  
T h e r e f o r e x n ( t )  i s  L i p s c h i t z  o f  r a n k  K ,  o n  [ O , T ]  .  P u t t i n g  a l l  t h i s  t o g e t h e r ,  i t  c a n  b e  s e e n  
t h a t  t h e  f a m i l y  o f  E u l e r  a r c s  { x n )  a r e  e q u i c o n t i n u o u s  a n d  u n i f o r m l y  b o u n d e d .  T h e n  b y  
A r z e l a ' s  t h e o r e m  ( s e e  § A .  I ) ,  { x n )  c o n t a i n s  a  s u b s e q u e n c e ,  s a y  { x n ' )  w h i c h  c o n v e r g e s  
u n i f o r m l y  o n  [ 0 ,  T I  t o  a  c o n t i n u o u s  f u n c t i o n  x ( t )  :  [ 0 ,  T I  - +  R n  .  B y  T h e o r e m  A .  1 . 2  i n  
s A . 1 ,  t h e  l i m i t i n g  f u n c t i o n  w i l l  i n h e r i t  t h e  L i p s c h i t z  r a n k  K ,  a n d  i n  c o n s e q u e n c e  
x  E  c ~ " ( [ o , T ] ; % ~ ) .  F u r t h e r m o r e  t h e  l i m i t  f u n c t i o n  i n h e r i t s  t h e  e s t i m a t e  ( C . 3 . 4 5 ) .  O f  
c o a r s e  t h i s  i m p l i e s  t h a t { ~ x ' ]  i s  L i p s c h i t z  c o n t i n u o u s  a n d  c o n v e r g e s  u n i f o r m l y  o n  
[ 0 ,  T I  t o  a  f u n c t i o n  G x  E  c O , '  ( [ 0 ,  T I ;  w  " )  .  U s i n g  t h e  s e q u e n c e  { G X "  ]  i n  t h e  p r o o f  o f  
T h e o r e m  C . 3 . 1 ,  i t  c a n  b e  c o n c l u d e d  t h a t  { z n ]  c o n t a i n s  a  s u b s e q u e n c e  { z m  1 ,  w h i c h  
c o n v e r g e s  u n i f o r m l y  o n  [ O , T ]  t o  a  f u n c t i o n  z  E  c ~ ~ ' ( [ o , T ] ; % )  . F u r t h e r m o r e  t h e  l i m i t i n g  
f u n c t i o n s  G x  a n d  z  ,  s a t i s f i e s  t h e  v a r i a t i o n a l  i n e q u a l i t y  C ,  i n  ( C . 3 . 3 7 ) .  
T h e  n e x t  s t e p  i s  t o  s h o w  t h a t  t h e  l i m i t  f u n c t i o n s  x  a n d  z  s a t i s f y  C, i n  ( C . 3 . 3 7 ) .  S i n c e  
u  E  C ( [ O , T ] ; % " ' )  ,  i t  i s  u n i f o r m l y  c o n t i n u o u s  o n  [ O , T ]  .  T h u s ,  f o r  a n y  <  t h e r e  e x i s t s  a  6  
s u c h  t h a t  l u ( t )  -  u ( r ) l s  <  f o r  a l l  t , r  E  [ O , T ] ,  It -  rl <  6  .  N o w ,  f o r  m  l a r g e  e n o u g h  a n d  f o r  
a n y  p o i n t  t  w h i c h  i s  n o t  o n e  o f  t h e  p o i n t  w h e r e  x m ( t )  i s  a  n o d e ,  t h e n  
i m  ( t )  =  ~ ( x " '  ( r ) ,  z n '  ( r ) ,  u ( r ) ) ,  f o r  s o m e  r  s u c h  t h a t  It -  71 <  6  .  F o r  a n y  E  >  0  p i c k  m  
l a r g e  e n o u g h  t o  e n s u r e  t h a t  6  a n d  <  s a t i s f y  L K , ~  +  L K = ~  +  L C  <  E  a n d  h e n c e  
I ~ ( x " ( r ) ,  z m ( r ) ,  u ( r ) ) -  F ( x n ' ( t ) ,  z m ( t ) , u ( t ) ]  5  L k x 6  +  L k , S  +  L C  <  E .  
( C . 3 . 4 7 )  
I t  f o l l o w s  t h a t  f o r  a n y  t  E  [ 0 ,  T I  
S i n c e  E  i s  a r b i t r a r y ,  i t  f o l l o w s  
T h u s  l e t t i n g  m  +  o o  o n e  o b t a i n s  
w h i c h  i m p l i e s  t h a t  x  E  c ' ( [ o ,  T I ;  % " )  a n d  i ( t )  =  ~ ( x ( t ) ,  z ( t ) ,  u ( t ) )  f o r  a l l  t  E  ( 0 , T )  .  
I x ( t )  - x ( O )  -  ~ ~ ( x ( s ) , z ( s ) , u ( s ) ) d s  
T h e  n e x t  s t e p  i s  t o  e s t a b l i s h  u n i q u e n e s s  a n d  c o n t i n u o u s  d e p e n d e n c e  o f  s o l u t i o n s .  L e t  
s ( t )  b e  a  s o l u t i o n  o f  t h e  v a r i a t i o n a l  i n e q u a l i t y  ( ~ x ( t )  - i ( t ) ,  s ( t )  -  p )  2  0 ,  'v'lpl I  F ( t )  a n d  
I s ( t ) l <  P ( t )  s u c h  t h a t  s o  =  z o  (  i f  r ( 0 )  >  P ( 0 )  u s e  x '  a n d  F  i n s t e a d ) .  S o  a p p l y i n g  
I  E T .  ( C . 3 . 4 9 )  
P r o p o s i t i o n  C . 3 . 1  g i v e s  l r ( t )  -  s ( t ) l  I  i l r  -  F i l m ,  ' d f  E  [ 0 ,  T I  .  D e f i n e  
V ( t )  =  0 . 5 l x ( t )  -  z ( t ) ( Z  +  0 . 5 l s ( t )  -  ~ ( t ) ?  . U s i n g  t h e  L i p s c h i t z  c o n d i t i o n  ( C . 3 . 3 8 )  a n d  
I z ( t )  -  s ( t ) l  i  l l r  -  FII, i t  c a n  b e  s h o w n  t h a t  t h e  d i r e c t i o n a l  d e r i v a t i v e  o f  V ( t )  a l o n g  t h e  
s o l u t i o n s  ( x ,  s )  a n d  ( Z ,  2 )  s a t i s f i e s  
I n t e g r a t i n g  t h e  f i n a l  i n e q u a l i t y  i n  ( C . 3 . 5 0 )  a n d  u s i n g  l z ( t )  - s ( f ) l _ <  Ilr -  711, , s o  =  z o  y i e l d s  
( C . 3 . 4 0 )  a n d  a l s o  u n i q u e n e s s  o f  s o l u t i o n s .  S i n c e  C  h a s  a  u n i q u e  s o l u t i o n ,  t h e  e n t i r e  
s e q u e n c e s  b n }  a n d  ( z n }  c o n v e r g e  t o  t h e  a c t u a l  s o l u t i o n .  T h u s  p r o v i d i n g  s o m e  
j u s t i f i c a t i o n  f o r  t h e  u s e  o f  ( C . 3 . 4 1 )  a n d  ( C . 3 . 4 2 )  a s  a n  i n t e g r a t i o n  a l g o r i t h m .  
I f  a l s o  u  E  C ( [ O ,  a ) ;  g m )  a n d  r  E  c " . '  ( [ 0 ,  a ) ;  % )  ,  t h e n  ( C  . 3 . 3  9 )  a n d  l l z l l m  < , 8  i m p l y  t h a t  
t h e  s o l u t i o n s  o f  C c a n n o t  b e c o m e  u n b o u n d e d  i n  f i n i t e  t i m e ,  a n d  c a n  t h e r e f o r e  b e  
c o n t i n u e d  o v e r  t h e  s e m i - i n f i n i t e  i n t e r v a l  [ O , c o ) .  S i n c e  x  m a y  n o t  b e  u n i f o r m l y  
b o u n d e d ,  i t  c a n  o n l y  b e  c o n c l u d e d  t h a t  z  
i s  l o c a l l y  L i p c h i t z  a n d  t h u s  a b s o l u t e l y  
c o n t i n u o u s ,  p r o v i n g  ( i i ) .  
I f  a l l  s o l u t i o n s  o f  C  a r e  u n i f o r m l y  b o u n d e d ,  t h e n  f o r  e a c h  ( x , , ~ , )  E  c J i n  x  c J i  ,  t h e r e  e x i s t s  
a  b  2  0 ,  s u c h  t h a t  I I x l l r n  <  b  .  T h u s  llill, i  ~ ( b  +  2 ~ ) ,  s o t h a t  i t  c a n  b e  c o n c l u d e d  t h a t  
z  E  c O , '  ( [ O ,  m ) ;  9 3 )  .  I f  a l s o  u  E  c O , '  ( [ O , c o ) ; c J i m ) ,  t h e n  u s i n g  ( 3 . 3 8 )  i t  f o l l o w s  t h a t  f o r  a n y  
t , r  E  % +  ,  I i ( t )  -  i ( r ) I  i  ~ ( l f  l l m  +  K :  +  K , ,  b  -  rl ,  w h e r e  K :  a n d  K ,  a r e  L i p s c h i t z  c o n s t a n t s  
f o r  z  a n d  u  r e s p e c t i v e l y .  T h i s  s h o w s  t h a t  x  E  c ' ~ ' ( [ o , ~ ) ; % " )  a n d  p r o v e s  ( i i i ) . U  
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p r o c e s s " .  I n :  I m p a c t s  i n  m e c h a n i c a l  s y s t e m s - A n a l y s i s  a n d  m o d e l l i n g ,  
( B .  B r o g l i a t o  e d . ) ,  S p r i n g e r - V e r l a g ,  2 0 0 0 .  
[ 8 ]  M .  B r o k a t e ,  P .  K r e j c i ,  H .  S c h n a b e l .  " O n  u n i q u e n e s s  i n  e v o l u t i o n  
q u a s i v a r i a t i o n a l  i n e q u a l i t i e s " .  
J o u r n a l  o f  C o n v e x  A n a l y s i s ,  v o l .  1 1 ,  p p .  1 1  1 - 1 3 0 , 2 0 0 4 .  
[ 9 ]  A .  K o l m o g o r o v ,  S .  F o m i n .  I n t r o d u c t o r y  r e a l  a n a l y s i s .  D o v e r  P u b l i c a t i o n s  I n c . ,  
N Y ,  1 9 7 5 .  
[ l o ]  M .  B r o k a t e ,  J .  S p r e k e l s .  H y s t e r e s i s  a n d  p h a s e  t r a n s i t i o n s .  S p r i n g e r - V e r l a g ,  
N Y ,  1 9 9 6 .  
[ l  I ]  M .  B r o k a t e ,  A .  P o k o r o v s k i i .  " A s y m p t o t i c a l l y  s t a b l e  o s c i l l a t i o n s  i n  s y s t e m s  
w i t h  h y s t e r e s i s  n o n l i n e a r i t i e s " .  
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A p p e n d i x  D  
P e r i o d i c  S o l u t i o n s  
D . l  P e r i o d i c  s o l u t i o n s  o f  t h e  E P  m o d e l  
T h e  p u r p o s e  o f  t h i s  s e c t i o n  a n d  t h e  n e x t  s e c t i o n  i s  t o  e s t a b l i s h  s o m e  e x i s t e n c e  a n d  
s t a b i l i t y  r e s u l t s  r e l a t i n g  t o  p e r i o d i c  s o l u t i o n s  o f  t h e  c o n t r o l l a b l e  E P  m o d e l  i n  i s o l a t i o n  
a n d  w h e n  c o u p l e d  w i t h  a  s i m p l e  s e c o n d  o r d e r  s y s t e m .  S o  w h y  t h e  i n t e r e s t  i n  p e r i o d i c  
s o l u t i o n s .  R e f e r r i n g  b a c k  t o  F i g  1 . 2 ,  F i g  2 . 2  a n d  F i g  3 . 2 ,  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  w h e n  a n  E R  
d a m p e r  i s  s u b j e c t e d  t o  a  p e r i o d i c  d i s p l a c e m e n t  ( z e r o  m e a n )  t h e  r e s u l t i n g  f o r c e -  
d i s p l a c e m e n t  p l o t s  w h i c h  f o r m  c l o s e d  o r  a s y m p t o t i c a l l y  c l o s e d  h y s t e r e s i s  l o o p s ,  c l e a r l y  
i n d i c a t i v e  o f  a  p e r i o d i c  r e s p o n s e .  I t  f o l l o w s  f o r  a  m o d e l  o f  E R  d a m p e r  t o  b e  o f  a n y  u s e  
i t  s h o u l d  r e s p o n d  i n  a  s i m i l a r  m a n n e r .  U n f o r t u n a t e l y  t h e  a u t h o r  w a s  u n a b l e  t o  f i n d  
e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s ,  i n  w h i c h  t h e  a p p l i e d  d i s p l a c e m e n t  a n d  c o n t r o l l a b l e  y i e l d  w e r e  
v a r i e d  p e r i o d i c a l l y .  H o w e v e r ,  i n  t h i s  c a s e  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  m o d e l s  r e s p o n s e  i s  
b o u n d e d  b y  a  c o n t i n u o u s  p e r i o d i c  f u n c t i o n ,  w o u l d  s e e m  t o  b e  e v e n  m o r e  s u g g e s t i v e  o f  
t h e  e x i s t e n c e  o f  a  p e r i o d i c  s o l u t i o n .  
A s  d i s c u s s e d  i n  5 1 ,  t h e  i n v o l u n t a r y  m o t i o n  r e s u l t i n g  f r o m  h u m a n  t r e m o r  i s  
a p p r o x i m a t e l y  p e r i o d i c  i n  n a t u r e .  I n  5 4 . 1  i t  w a s  s h o w n  t h a t ,  c o m p l e t e  c a n c e l l a t i o n  o f  t h e  
e f f e c t  o f  t h e  t r e m o r  c a n n o t  b e  a c h i e v e d  u s i n g  a  c o n t r o l l a b l e  d a m p e r .  T h u s ,  t h e  i d e a l  
s i t u a t i o n  w o u l d  b e  i f  a  c o n t r o l  s c h e m e  c o u l d  b e  d e v i s e d  f o r  t h e  d a m p e r ,  w h i c h  w o u l d  
g u a r a n t e e  t h a t  t h e  r e s p o n s e  o f  t h e  c o u p l e d  s y s t e m  w o u l d  c o n v e r g e  t o  a  p e r i o d i c  m o t i o n ,  
o f  s m a l l e r  a m p l i t u d e  t h a n  i n  t h e  a b s e n c e  o f  t h e  d a m p e r .  I n d e e d ,  i f  a  c h a o t i c  o r  
u n d e t e r m i n i s t i c  m o t i o n  w e r e  t o  r e s u l t  f r o m  t h e  c o u p l i n g ,  t h e  e f f e c t  c o u l d  b e  m o r e  
d e b i l i t a t i n g  t h a n  t h e  t r e m o r  i t s e l f .  
F r o m  a  p u r e l y  a n a l y t i c  p o i n t  o f  v i e w ,  i f  i t  c a n  b e  s h o w n  t h a t  a l l  s o l u t i o n s  o f  t h e  s y s t e m  
c o n v e r g e  a s y m p t o t i c a l l y  t o  a  p e r i o d i c  s o l u t i o n ,  t h e n  a  c e r t a i n  o r d e r l i n e s s  e m e r g e s ,  i n  
w h a t  m a y  o t h e r w i s e  s e e m  l i k e  a  h i g h l y  c o m p l e x  s i t u a t i o n .  T o  q u o t e  [ I ] ,  " A m o n g  a l l  t h e  
q u a l i t a t i v e  p r o p e r t i e s  o f  s o l u t i o n s  o f  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s ,  n o n e  i s  q u i t e  s o  s a t i s f y i n g  
a e s t h e t i c a l l y  a s  t h a t  o f  p e r i o d i c i t y  " .  
I n  5 C . 2  i t  i s  s h o w n  t h a t  f o r  a  g i v e n  i n p u t  x  E  c ~ " ( % + ;  % )  a n d  c o n t r o l  
r  E  c O , '  ( % + ;  % + )  f l  [ 0 , 7 ] ,  t h e  v a r i a t i o n a l  i n e q u a l i t y  
w i t h  i n i t i a l  c o n d i t i o n  z ( 0 )  =  z ,  E  r ( O ) [ - l , l ]  ,  h a s  a  u n i q u e  s o l u t i o n  z  E  c O , '  ( 3 , ;  % )  ,  
w h i c h  d e p e n d s  c o n t i n u o u s l y  o n  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n .  T h r o u g h  o u t  t h i s  s e c t i o n ,  i n p u t s  
a n d  c o n t r o l s  s a t i s f y i n g  t h e  a b o v e  c o n d i t i o n s  w i l l  b e  r e f e r r e d  t o .  a s  a d m i s s i b l e .  S i m i l a r  t o  
t h e  i d e a  o f  a  O T - r e c u r r e n t  c o n t r o l ,  i n t r o d u c e d  i n  t j 4 . 2 ,  a  c o n t r o l  w i l l  b e  r e f e r r e d  t o  a s  OT- 
p e r i o i d i c  i f  i t  i s  a n  a d m i s s i b l e ,  n o n - t r i v i a l  T - p e r i o d i c  f u n c t i o n ,  f o r  w h i c h  t h e r e  i s  a t  l e a s t  
o n e  z  E  [ 0 ,  T )  s u c h  t h a t  r ( z )  =  0  ( a n d  h e n c e  r ( z  +  n T )  =  0 ,  ' d n  =  0 , 1 , 2 , .  .  .  ) .  
T h e  p u r p o s e  o f  t h i s  s e c t i o n  i s  t o  p r e s e n t  s o m e  s i m p l e  r e s u l t s  r e l a t i n g  t o  t h e  e x i s t e n c e  
a n d  u n i q u e n e s s  o f  p e r i o d i c  s o l u t i o n s  o f  C, ,  w h e n  x  a n d  r  a r e  t h e m s e l v e s  T - p e r i o d i c .  
I f  x a n d  r  a r e  T - p e r i o d i c ,  t h e n  C z  i s  T - p e r i o d i c  a n d  i t  f o l l o w s  f r o m  u n i q u e n e s s  o f  
s o l u t i o n s ,  t h a t  f o r  a l l  l z o l  I  r ( 0 )  a n d  a l l  p o s i t i v e  i n t e g e r s  n  ,  z ( t  +  n T ;  n T ,  z , )  =  z ( t ; O ,  z , )  
f o r  a l l  t  2  0 .  T h a t  i s ,  s o l u t i o n s  o f  C, a r e  i n v a r i a n t  w i t h  r e s p e c t  t o  t i m e  s h i f t s  w h i c h  a r e  
i n t e g e r  m u l t i p l e s  o f  T .  A  n e c e s s a r y  a n d  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n  f o r  ( D . l . 1 )  t o  h a v e  a  
T - p e r i o d i c  s o l u t i o n ,  i s  t h a t  t h e  m a p P ( z , )  =  z ( T ; O ,  z , )  h a v e  a t  l e a s t  o n e  f i x e d  p o i n t  i n  t h e  
i n t e r v a l  [ - r ( O ) ,  r ( O ) ]  ,  s e e  [ I ]  f o r  d e t a i l s .  S u f f i c i e n c y  i s  e a s i l y  e s t a b l i s h e d  b y  s e t t i n g  
P ( z , )  =  z ,  ,  t h e n  z ( t  + T ; O ,  z , )  =  z ( t  + T ; T ,  Z ( T , O ,  z , ) )  =  z ( t ; O ,  2 , ) .  D u e  t o  c o n t i n u o u s  
d e p e n d e n c e  o f  s o l u t i o n s  o n  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s ,  
P ( . )  i s  a  c o n t i n u o u s  f u n c t i o n ,  
m a p p i n g  t h e  c l o s e d  i n t e r v a l  [ - r ( O ) , r ( O ) ]  i n t o  i t s e l f .  T h e  e x i s t e n c e  o f  a  f i x e d  p o i n t  c a n  
b e  d e d u c e d  f r o m  a  s i m p l e  f i x e d  p o i n t  t h e o r e m ,  w h i c h  s t a t e s  t h a t  a  c o n t i n u o u s  f u n c t i o n  
m a p p i n g  a  c l o s e d  i n t e r v a l  i n t o  i t s e l f  h a s  a t  l e a s t  o n e  f i x e d  p o i n t  [ I ] .  D u e  t o  p e r i o i d i c i t y  
o f  C, a n d  t h e  b o u n d e d n e s s  o f  s o l u t i o n s ,  t h e  p o s i t i v e  l i m i t  s e t  C l ( z ) i s  n o n e m p t y ,  
c o m p a c t ,  a n  i n v a r i a n t  s e t  f o r  C z  a n d  i s  a p p r o a c h e d  b y  z ( t )  a s  t  +  o ~  ( s e e  t j B . 2 ) .  L e t  
F ( t )  b e  a  T - p e r i o d i c  s o l u t i o n  o f  C z  a n d  z ( t )  a n  a r b i t r a r y  s o l u t i o n  o f  C, .  A d d i n g  u p  
t h e  c o r r e s p o n d i n g  v a r i a t i o n a l  i n e q u a l i t i e s ,  ( ~ x ( t )  - i ( t ) ,  z ( t )  -  ~ ( t ) )  2  0  a n d  
( D .  1 . 2 )  
I t  f o l l o w s  t h a t  t h e  p e r i o d i c  s o l u t i o n  Z ( t )  i s  u n i f o r m l y  s t a b l e  a n d  t h a t  t h e  d i f f e r e n c e  
( z ( t )  -  Z ( t ) (  i s  n o n i n c r e a s i n g  a s  a  f u n c t i o n  o f  t i m e .  S i n c e  ( z ( t )  -  Z ( t ) l  i s  n o n i n c r e a s i n g  
a n d  b o u n d e d  b e l o w  b y  z e r o  i t  h a s  a  d e f i n i t e  l i m i t  a s  t  - +  .  
T h a t  i s  l i m , , l z ( r )  -  . T ( t ) l =  a  .  F u r t h e r m o r e ,  d e f i n i n g  r m  =  m i n + s ~ o , T ,  r ( t )  ,  i t  m u s t  b e  t h a t  
a  1  2 r m  .  L n v a r i a n c e  o f  R ( z )  i m p l i e s  t h a t  I z ( t )  -  Z ( t ) ( =  a  w h e n e v e r  z ( t )  E  R ( z )  .  
C l e a r l y  i f  t h e r e  e x i s t s  a  t i m e  z  2  0  s u c h  t h a t  z ( z )  =  Z ( z )  ,  t h e n  z ( t )  =  Z ( t ) ,  V t  2  z  a n d  
R ( z )  =  2 0 0 ,  T I ) .  I f  t h i s  i s  n o t  t h e  c a s e ,  t h e n  b y  c o n t i n u i t y  t h e  d i f f e r e n c e  z ( t )  -  Z ( t )  m u s t  
b e  s i g n  d e f i n i t e  a n d  h e n c e  z ( t )  =  Z ( t )  +  a  s g n ( z ( t )  -  ~ ( t ) )  w h e n e v e r  z ( t )  E  n ( z ) .  B u t  
p e r i o d i c y  o f  Z ( t )  m e a n s  t h a t  Z ( t )  +  a  s g n ( z ( t )  -  Z ( t ) )  i s  T  - p e r i o d i c ,  i m p l y i n g  t h a t  o n c e  
a g a i n  R ( z )  c o n t a i n s  a  T  - p e r i o d i c  s o l u t i o n  o f  C ,  .  
L e t  Z1 ( t )  a n d  % ( t )  b e  a n y  t w o  T - p e r i o d i c  s o l u t i o n s  o f  C z ,  t h e n  t h e r e  e x i s t s  a  
c o n s t a n t  a ,  w i t h  ) a )  S  2 r m ,  s u c h  t h a t  Z ,  ( t )  =  Zl ( t )  +  a ,  V t  E  [ 0 ,  T )  .  I f  r  i s  a  O T - p e r i o d i c  
c o n t r o l ,  t h e n  r m  =  0  a n d  h e n c e  Z, ( t )  =  Z 2  ( t )  ,  i m p l y i n g  t h a t  C z  h a s  a  u n i q u e  T - p e r i o d i c  
s o l u t i o n  Z ( t ) .  I f  z ( t )  i s  a n  s o l u t i o n  o f  C , ,  a n d  r  i s  a  O T - p e r i o d i c  ,  t h e n  b y  a s s u m p t i o n ,  
t h e r e  e x i s t s  a z  E  [O, T )  s u c h  t h a t  r ( z )  =  0 ,  i m p l y i n g  z ( z )  =  Z ( z )  =  0 ,  a n d  h e n c e  
z ( t )  = Z ( t ) , b ' t  2 z .  F o r  c l a r i t y  t h e  a b o v e  c o n c l u s i o n s  a r e  s t a t e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  
p r o p o s i t i o n .  
P r o p o s i t i o n  D . l . l  
L e t  x  E  c ' , ' ( % + ;  % )  a n d  r  E  c O , '  ( % + ;  % )  f l  [O, 7 1  b e  T - p e r i o d i c  f u n c t i o n s .  T h e n  t h e  
f o l l o w i n g  s t a t e m e n t s  h o l d ;  
( i )  
T h e  s y s t e m  C z  h a s  a t  l e a s t  o n e  T - p e r i o d i c  s o l u t i o n .  
( i i )  
L e t  z  b e  a  s o l u t i o n  o f  C, w i t h  ( a r b i t r a r y )  i n i t i a l  c o n d i t i o n ( z ( ~ ) l $  r ( 0 )  ,  t h e n  
t h e r e  e x i s t s  a  T - p e r i o d i c  s o l u t i o n  o f  C ,  ,  s a y  Z ( t )  ,  s u c h  t h a t  
l i m , , , ( z ( t  +  n T )  -  Z ( t ) (  =  0  
( i i i )  
L e t  
( t )  a n d  Z 2  ( t )  b e  t w o  T - p e r i o d i c  s o l u t i o n s  o f  C ,  a n d  d e f i n e  
r m  =  m i n t a T ,  r ( t )  >  0  .  T h e n  t h e r e  e x i s t s  a  c o n s t a n t  a ,  w i t h  l a )  2  2 r n , ,  s u c h  t h a t  
3  ( t )  =  Z 2  ( t )  +  a ,  V t  E  [ O , T )  .  
( i v )  
I f  r  i s  a  O T - p e r i o d i c  c o n t r o l ,  t h e n  t h e  s y s t e m  C, h a s  a  u n i q u e  T - p e r i o d i c  
s o l u t i o n ,  s a y  Z ( t )  ,  s u c h  t h a t  f o r  e a c h  l z o l  5  r ( 0 )  ,  t h e  c o r r e s p o n d i n g  s o l u t i o n  
r e a c h e s  Z ( t )  ,  w i t h i n  t h e  t i m e  i n t e r v a l  [ O , T )  .  ( i f  r ( - )  =  0  t h e  q u e s t i o n  o f  
s o l u t i o n s  i s  m o o t ) .  1 7  
A s  a  s i m p l e  e x a m p l e ,  l e t  r ( t )  =  r m  +  I s i n ( t ) l  a n d  x ( t )  =  c o s ( t )  /  G  ,  t h e n  z A  ( t )  =  A  +  s i n ( t )  ,  
w i t h 2  E  [ - r m , r m ] ,  i s  a  f a m i l y  o f  T - p e r i o d i c  s o l u t i o n s  f o r  t h e  v a r i a t i o n a l  i n e q u a l i t y  
( D . l  . I ) .  B e f o r e  s t a t i n g  t h e  n e x t  r e s u l t ,  t h e  f o l l o w i n g  d e f i n i t i o n  i s  r e q u i r e d .  D e f i n e  t h e  
o s c i l l a t i o n  o f  a  T - p e r i o d i c  f u n c t i o n  x  :  9 3 ,  H  8  b y  
o s c , . x  =  s u p  I x ( t )  -  x ( z ) l =  s u p  x ( t )  -  i n f  x ( t )  >  0  
t , r e [ O , T )  t a T )  t e [ O , T )  
( D .  1 . 3 )  
T h e  f o l l o w i n g  p r o p o s i t i o n  i s  b a s e d  o n  t h e  r e s u l t s  p r e s e n t e d  i n  [ 2 ] .  
P r o ~ o s i t i o n  D . 1 . 2  
L e t  z ,  ( t )  b e  a n  a r b i t r a r y  s o l u t i o n  o f  C, c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  a d m i s s i b l e  i n p u t  x ,  ( t )  a n d  
a d m i s s i b l e  T - p e r i o d i c  c o n t r o l r ( t ) .  L e t  z 2 ( t ) b e  a  T - p e r i o d i c  s o l u t i o n  o f  C, 
c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  a d m i s s i b l e  T - p e r i o d i c  i n p u t  x , ( t )  
a n d  t h e  s a m e  T - p e r i o d i c  
c o n t r o l  r ( t )  .  I f  t h e  T - p e r i o d i c  i n p u t  x ,  ( t )  i s  s u c h  t h a t  
o s c T x 2  -  ~ F / G  >  0  w h e r e  
7  =  r n a ~ , , , ~ , ~ )  r ( t  ,  t h e n  t h e r e  e x i s t s  a  p o s i t i v e  c o n s t a n t  p  >  0  s u c h  t h a t  
I z ,  ( t )  -  z ,  ( t ) l <  I z ,  ( 0 )  -  z 2  ( ~ ) ) e ~ ~ e - ~ '  +  2 p T ~ j k - p ( r - r ) ) i ,  o  ( s )  -  i 2  ( s ) I d s .  ( D . 1 . 4 )  
P r o o f :  D e f i n e  t h e  f u n c t i o n s  a ,  ( t )  =  G x ,  ( t )  -  z ,  ( t )  a n d  a ,  ( t )  =  G x ,  ( t )  -  z ,  ( t )  .  C l e a r l y  i f  
x ,  ( t )  a n d  z ,  ( t )  a r e  T - p e r i o d i c ,  t h e n  s o  i s  a ,  ( t )  .  C o n s i d e r  t h e  c l o s e d  i n t e r v a l  [ - r ,  r ]  ,  
w i t h  r  E  [ 0 ,  F ]  .  I f  z l  ,  z 2  E  [ - r ,  r ]  ,  t h e n  a  s i m p l e  c a l c u l a t i o n  s h o w s  t h a t  a n  i n t e r v a l  o f  
l e n g t h  ( z ,  -  z 2 ) ' / ( 4 7 )  ,  c e n t r e d  a t  ( z ,  +  z 2 ) / 2 ,  i s  a l s o  c o n t a i n e d  i n  [ - r ,  r ]  .  
s i n c e  ( 2 ,  ( t ) l  I .  r ( t )  a n d  ( z 2  ( t ) l <  r ( t )  f o r  a l l  t  2  0  ,  i t  i s  p o s s i b l e  t o  d e f i n e  t h e  f u n c t i o n  
d  ( z ,  ( t ) ,  2 ,  ( t ) ;  r  ( t ) )  : =  m i n  
( D . 1 . 5 )  
I c l = l . ( t )  
D e f i n e  z *  ( t )  =  ( z ,  ( t )  +  z 2  ( t ) ) / 2  a n d  l e t  s g n ( x )  d e n o t e  t h e  u s u a l  s i g n u m  f u n c t i o n .  N o w ,  
t e s t i n g  t h e  v a r i a t i o n a l  i n e q u a l i t y  f o r  z ,  ( t )  w i t h  
p l  ( t )  =  Z *  ( t )  +  d ( z l  ( t ) ,  Z ,  ( t ) ;  r ( t ) )  s g n ( b ,  ( 1 ) )  w i t h  I q 7 ,  ( t ) l <  r ( t )  g i v e s  
( ~ 4  0 )  -  2 1  ( t ) ,  2 1  ( 0  -  44 ( 0 )  
( D .  1 . 6 )  
0 . 5 ( G x 1  ( t )  -  z l  ( t ) ,  z l  ( t )  -  z 2  ( t ) }  -  
( t ) l d ( z l  ( t ) ,  z 2  ( t ) ;  r ( t ) )  2  0 .  
S i m i l a r l y ,  t e s t i n g  t h e  v a r i a t i o n a l  i n e q u a l i t y  f o r  2, ( t )  w i t h  
9 2  ( 0  =  Z *  ( 0  +  d ( z l ( t ) ,  z 2  ( 0 ;  r ( t ) )  s g n ( k 2  ( t ) )  g i v e s  
o . 5 ( G x 2  ( 1 )  -  i 2  ( t ) ,  z 2  ( t )  -  z l  ( t ) )  -  l o l ,  ( t ) l d ( z l  ( I ) ,  z 2  ( t ) ;  Y  ( t ) )  2  0 .  ( D .  1 . 7 )  
S e t t i n g  ? ( t )  =  z ,  ( t )  -  z 2  ( t )  a n d  ? ( t )  =  x 1  ( t )  -  x 2  ( t )  ,  s u m m i n g  i n e q u a l i t i e s  ( D .  1 . 6 ) ,  
( D . 1 . 7 )  a n d  u s i n g  ( D . 1 . 5 )  g i v e s  
d  
-  ( z ) ~  5
( 0 1  +  1 k 2  ( t ) l ) & z l ,  z 2 ;  r ( t ) )  +  2 ~ l ? l l k ( t ) l ,  
d t  
( D .  1 . 8 )  
1  
<  - =  1 c i 2  ( t ) l ( #  +  + 2 ~ l ? ( k ( t ) b  
r  
a n d  h e n c e  
d ,  1  
-  Iz 1  - - I & ,  ( t ) $ ~ l +  ~ l $ ( t ( r ) ( .  
d t  2 r  
A p p l y i n g  t h e  c o m p a r i s o n  p r i n c i p l e  i n  § B  t o  ( D .  1 . 9 )  y i e l d s  
( D .  1 . 9 )  
O n  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  a 2  ( t )  i s  T - p e r i o d i c ,  d e f i n e  t h e  p o s i t i v e  c o n s t a n t  
1  
2  -  ( G o s c T x ,  -  2 ~ )  >  0 ,
2 F  
b y  a s s u m p t i o n  o n  x 2 .  S e t  
t  
~ ( t )  =  a ( t ) e P t  =  e x p  ( s l d s  +  -  ( S ) l i i s j .  ( D .  1 .  1 2 )  
2 2 7  0  
S i n c e  a ,  ( t )  =  c c ,  ( t  +  T ) ,  ' d t  E  % +  ,  i t  i s  e a s i l y  s e e n  t h a t  Q ( t )  =  Q ( t  +  T ) ,  ' d t  E  % +  a n d  
e - p T  5  Q ( t )  5  e P T  .  F i n a l l y ,  p u t t i n g  ( D .  1 . 1 2 )  i n t o  ( D .  1 . 1 0 )  g i v e s  
w h i c h  i s  t h e  r e q u i r e d  r e s u l t . 0  
L e t  z ( t )  b e  a n  a r b i t r a r y  s o l u t i o n  o f  C z  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  a d m i s s i b l e  T - p e r i o d i c  i n p u t  
x ( t )  a n d  a d m i s s i b l e  T - p e r i o d i c  c o n t r o l  r ( t )  .  L e t  Z ( t )  b e  a  T - p e r i o d i c  s o l u t i o n  o f  C ,  
c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  s a m e  i n p u t  a n d  c o n t r o l .  I f  o s c T x  >  2 F / G ,  t h e n  s e t t i n g  
x ,  =  x, =  x  i n  ( D . 1 . 4 )  y i e l d s  l z ( t )  -  , T ( t ) l  r  l z ( 0 )  -  l ( ~ ) l e ~ ' e - ~ ~  .  I t  f o l l o w s  t h a t  t h e  T -  
p e r i o d i c  s o l u t i o n  Z ( t )  i s  e x p o n e n t i a l l y  s t a b l e .  F u r t h e r m o r e ,  t h e  f a c t  t h a t  a l l  s o l u t i o n s  
c o n v e r g e  t o  Z ( t )  m e a n s  t h a t  i t  m u s t  b e  t h e  u n i q u e  T - p e r i o d i c  s o l u t i o n  o f  2 ,  .  
N o w  c o n s i d e r  t h e  E V P  m o d e l  f r o m  5 4 . 3  
( G X - G S / R , - S , S -  L O  v l o l s r , ( t ) ,  
I s ( t ) l <  r, ( t )  
v t  t  0 .  
w h e r e  x ( t )  i s  a n  a d m i s s i b l e  T - p e r i o d i c  i n p u t  a n d  r , ( t )  i s  a n  a d m i s s i b l e  T - p e r i o d i c  
c o n t r o l .  E x i s t e n c e  o f  a  T - p e r i o d i c  c a n  b e  e s t a b l i s h e d  u s i n g  t h e  s a m e  r e a s o n i n g  a s  f o r  
C Z  .  L e t  s ( t )  b e  a n  a r b i t r a r y  s o l u t i o n  o f  C ,  a n d  l e t  S ( t )  b e  a  T - p e r i o d i c  s o l u t i o n  o f  C ,  .  
T h e  d i r e c t i o n a l  d e r i v a t i v e  o f  t h e  e r r o r  f u n c t i o n  V ( Y ( t ) )  =  Y 2  ( t )  =  ( s ( t )  -  i ( t ) ) 2  s a t i s f i e s  
V ( Y )  = ( s - b , s - s ) ,  
5  ( S  +  G s / R C  -  G i ,  s ( t )  -  s ' ( t ) )  +  ( $  +  G S / R c  -  G i  ,  S ( t )  -  s ( t ) )  -  G ( S  -  F ) ~  / R C  
< - G ( S - F ) ~ / R ~ .  
( D . 1 . 1 5 )  
i m p l y i n g  t h a t  t h e  T - p e r i o d i c  s o l u t i o n F ( t )  i s  e x p o n e n t i a l l y  s t a b l e .  S i n c e  s ( t ) i s  a n  
a r b i t r a r y  s o l u t i o n  o f  C , ,  i t  f o l l o w s  t h a t  a l l  s o l u t i o n s  o f  C ,  c o n v e r g e  t o  i ( t ) ,  i m p l y i n g  
t h a t  S ( t )  i s  t h e  u n i q u e  T - p e r i o d i c  s o l u t i o n  o f  C,. T o  s u m  u p ,  f o r  a  g i v e n  a d m i s s i b l e  
T - p e r i o d i c  i n p u t  x ( t )  a n d  c o n t r o l  r, ( t )  ,  C ,  h a s  a  u n i q u e  e x p o n e n t i a l l y  s t a b l e  T - p e r i o d i c  
s o l u t i o n ,  S ( t )  .  F o l l o w i n g  t h e  s a m e  r e a s o n i n g  a s  b e f o r e ,  i f  r , ( t )  i s  O T - p e r i o d i c ,  t h e n  a l l  
s o l u t i o n s  c o n v e r g e  t o  F ( t )  w i t h i n  t h e  t i m e  i n t e r v a l  [ 0 ,  T ) .  I t  i s  q u i t e  c l e a r  t h a t  C ,  i s  a  
m u c h  b e t t e r  b e h a v e d  s y s t e m  t h a n  C z  a n d  t h a t  i t s  b e h a v i o u r  i s  a l s o  f a r  e a s i e r  t o  a n a l y z e .  
T h i s  a l o n e  w o u l d  s e e m  t o  m a k e  t h e  d i s s i p a t i o n  s h a p i n g  c o n t r o l  a n  i n t e r e s t i n g  o p t i o n .  
D . 2  P e r i o d i c  s o l u t i o n s  o f  t h e  c o u p l e d  s v s t e m  
T h e  o b j e c t i v e  h e r e  w i l l  b e  t o  e x t e n d  s o m e  o f  t h e  r e s u l t s  f r o m  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n ,  t o  t h e  
c a s e  w h e r e  t h e  C ,  a n d  C ,  a r e  c o u p l e d  w i t h  a  s i m p l e  s e c o n d  o r d e r  d i f f e r e n t i a l  
e q u a t i o n .  T h e  q u e s t i o n  o f  e x i s t e n c e  a n d  s t a b i l i t y  o f  p e r i o d i c  s o l u t i o n s  f o r  d i f f e r e n t i a l  
e q u a t i o n s  c o u p l e d  w i t h  m o d e l s  o f  h y s t e r e s i s  i s  b y  n o  m e a n s  n e w  a n d  c o n t i n u e s  t o  b e  a  
v e r y  a c t i v e  a r e a  o f  r e s e a r c h .  S o m e  r e s e n t  r e s u l t s  o n  t h i s  t o p i c  c a n  b e  f o u n d  i n  [ 2 ] - [ 5 ] .  A  
f u n d a m e n t a l  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  p r e s e n t  i n v e s t i g a t i o n  a n d  m o s t  o f  t h e  r e s e a r c h  t o  
d a t e ,  i s  t h a t  t h e  c o n s t r a i n t s  p l a c e d  o n  t h e  o u t p u t  o f  t h e  h y s t e r e s i s  m o d e l ,  a r e  n o w  
p e r m i t t e d  t o  b e  t i m e  v a r y i n g .  T h a t  s a i d ,  m a n y  o f  t h e  p r e v i o u s l y  o b t a i n e d  r e s u l t s  c a n  b e  
e x t e n d e d  t o  t h e  p r e s e n t  c a s e ,  o n c e  i t  h a s  b e e n  s h o w n  t h a t  t h e  s y s t e m  i s  w e l l - p o s e d .  
W h i l e  t h e  s y s t e m s  c o n s i d e r e d  i n  [ 2 ]  a r e  f a r  m o r e  g e n e r a l  t h a n  t h o s e  c o n s i d e r e d  h e r e ,  t h e  
m e t h o d  o f  a n a l y s i s  i s  p r o b a b l y  t h e  c l o s e s t  i n  " s p i r i t " ,  t o  t h a t  p r e s e n t e d  b e l o w .  T h e  i d e a  
i s  t o  f i r s t  e s t a b l i s h  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n s  f o r  t h e  e x i s t e n c e  o f  a t  l e a s t  o n e  p e r i o d i c  s o l u t i o n  
u s i n g  a  s u i t a b l e  f i x e d  p o i n t  t h e o r e m  a n d  t o  t h e n  s t u d y  t h e  s t a b i l i t y  o f  t h e s e  s o l u t i o n s  
u s i n g  L i a p u n o v  t y p e  a n a l y s i s .  
S o  a s  t o  i n c l u d e  t h e  c a s e  w h e r e  a  d i s s i p a t i o n  s h a p i n g  c o n t r o l  h a s  b e e n  u s e d ,  c o n s i d e r  
t h e  s y s t e m  
w i t h  s t a t e  x ,  =  ( x ,  z )  ,  w h e r e  G ,  K ,  R  >  0  a n d  q  2  0  a r e  c o n s t a n t s  a n d  t h e  n o n l i n e a r  
f i n c t i o n  h  :  %  +  93 s a t i s f i e s  h ( 0 )  =  0  a n d  t h e  i n e q u a l i t y  
0  ( h ( x ~ )  - h ( ~ , ) , x ,  - Y , ) s  L ( ~ I  - Y I ) ~ .  ( D . 2 . 2 )  
f o r  s o m e  c o n s t a n t  L  2  0 . U n l e s s  s t a t e d  o t h e r w i s e  i t  w i l l  b e  a s s u m e d  t h a t  
r  E  c ' "  ( 9 3 , ;  3 , )  i s  T - p e r i o d i c  a n d  b  E  C O ? '  ( 9 3 , ;  9 3 )  i s  a  n o n - c o n s t a n t  T - p e r i o d i c  
f u n c t i o n .  A l s o  s e t t i n g  F  =  l l r l l ,  a n d  b  =  l l b l l ,  ,  i t  w i l l  b e  a s s u m e d  t h a t  F  i  b  . A n y  i n p u t  
b  a n d  c o n t r o l  r  s a t i s f y i n g  t h e s e  c o n d i t i o n s  w i l l  h e n c e f o r t h  b e  r e f e r r e d  t o  a s  a d m i s s i b l e .  
U s i n g  i n e q u a l i t y  ( 4 . 1 . 5 )  i t  f o l l o w s  t h a t  f o r  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  x ( 0 )  E  ' S 2  a n d  I z ( o ) /  i  r ( 0 )  ,  
a n y  s o l u t i o n  o f  c  w i l l  s a t i s f y  i z ( t ) l <  r ( t )  i  6  
I x ( t ) l <  ~ l x ( ~ ) l e - ~ '  +  r 6 ( 1  -  e - ' ' 1  ( D . 2 . 3 )  
f o r  s o m e  c o n s t a n t s  p ,  y , c  >  0 .  A p p l y i n g  C o r o l l a r y  C . 3 . 1  i t  c a n  b e  c o n c l u d e d  t h a t  C  h a s  
a  u n i q u e  s o l u t i o n  x u  ( t ;  x u  ( o ) ,  r ( . ) ,  b ( - ) )  =  ( x ( t ;  x u  ( 0 ) ,  r ( ) ,  b ( ) ) ,  z ( t ;  x u  ( 0 ) ,  r ( . ) ,  b ( . ) ) )  s u c h  
t h a t  x  E  c ' , '  ( % +  ;  ' i R 2 )  a n d  z  E  c o y '  ( 8 , ;  % )  .  M o r e o v e r ,  t h e  s o l u t i o n  d e p e n d s  
c o n t i n u o u s l y  o n  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  x u  ( 0 )  a n d  t h e  f u n c t i o n s  r ( t ) , b ( t )  ( i n p u t s ) .  W h e n  
t h i s  d e p e n d e n c e  i s  c l e a r  t h e  n o t a t i o n  x u  ( t )  =  ( x ( t ) ,  z ( t ) )  =  x ,  ( t ;  x u  ( o ) ,  r ( - ) ,  b ( ) )  w i l l  b e  
u s e d  t o  r e f e r  t o  t h e  s t a t e  o f  C  a t  t i m e  t  2  0 .  
T h e  f i r s t  s t e p  i n  t h e  a n a l y s i s  w i l l  b e  t o  s h o w  t h a t  s a t i s f a c t i o n  o f  i n e q u a l i t y  ( D . 2 . 3 )  i s  
s u f f i c i e n t  t o  e n s u r e  t h a t  C  h a s  a t  l e a s t  o n e  T - p e r i o d i c  s o l u t i o n .  W h i l e  t h e r e  a r e  m a n y  
a p p r o a c h e s  t o  s o l v i n g  t h i s  p r o b l e m ,  a  v e r y  a p p e a l i n g  o n e  i s  t o  a p p l y  a  s u i t a b l e  f i x e d  
p o i n t  t h e o r e m ,  [ 1 ] [ 6 ] .  D e f i n e  t h e  m a p P ( x ( O ) ,  z ( 0 ) )  =  ( x ( T ) ,  z ( T ) ) .  D u e  t o  u n i q u e n e s s  o f  
s o l u t i o n s ,  a  n e c e s s a r y  a n d  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n  f o r  t h e  e x i s t e n c e  o f  a  T - p e r i o d i c ,  i s  t h a t  
t h e  m a p  P ,  h a v e  a t  l e a s t  o n e  f i x e d  p o i n t  i n  t h e  a d m i s s i b l e  s o l u t i o n  s p a c e .  F o l l o w i n g  [ I ] ,  
t h e  e x i s t e n c e  o f  a  f i x e d  p o i n t  w i l l  b e  e s t a b l i s h e d  u s i n g  a n  a s y m p t o t i c  f i x e d  p o i n t  
t h e o r e m  f r o m  [ 7 ] .  B e f o r e  s t a t i n g  t h e  t h e o r e m ,  t h e  f o l l o w i n g  d e f i n i t i o n  w i l l  b e  r e q u i r e d .  
L e t  S  b e  a  s u b s e t  o f  % "  a n d  d e f i n e  b y  U ( S , & )  t h e  E  - n e i g h b o u r h o o d  o f  S  i n  % "  .  I f  
S o  c  S ,  c  S, a r e  s u b s e t s  o f  % "  ,  t h e n  S 1  i s  s a i d  t o  b e  a  n e i g h b o u r h o o d  o f  S o  r e l a t i v e  t o  
S ,  i f  t h e r e  e x i s t  a n  E  >  0  s u c h  t h a t  S ,  =  S 2  n  U ( S , ,  E )  .  
T h e o r e m  D . 2 . 1  ( [ 7 ] ,  L e m m a . 5 )  
L e t  S ,  c  S ,  c  S ,  b e  b o u n d e d  c o n v e x  s u b s e t s  o f  % "  ,  s u c h  t h a t  S o  a n d  S ,  a r e  c l o s e d  
a n d  S l  i s  a  n e i g h b o u r h o o d  o f  S o ,  r e l a t i v e  t o  S 2  .  L e t  P  :  S ,  H  % "  b e  a  c o n t i n u o u s  m a p  
s u c h  t h a t  f o r  s o m e  i n t e g e r  m  >  0 ,  
t h e n  P  h a s  a t  l e a s t  o n e  f i x e d  p o i n t  i n  S o  
P r o p o s i t i o n  D . 2 . 1  
S u p p o s e  t h a t  f o r  a l l  a d m i s s i b l e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  x ,  ( 0 )  =  ( x ( O ) ,  z ( 0 ) )  E  W 2  x  [ - r ( O ) ,  r ( O ) ] ,  
x ( t ) i s  U B  a n d  U U B  w i t h  u l t i m a t e  b o u n d  B ,  t h e n  C  h a s  a t  l e a s t  o n e  T - p e r i o d i c  
s o l u t i o n  ( F ( t ) ,  Z ( t ) )  ,  s u c h  t h a t  I x ( t ) l  I  B ,  V t  2  0 .  
P r o o f :  
U n d e r  t h e  a b o v e  a s s u m p t i o n s ,  t h e  p r o o f  c a n  b e  c o m p l e t e d  b y  a p p r o p r i a t e l y  d e f i n i n g  t h e  
s e t s  S o  c  S ,  c  S ,  ,  a n d  t h e n  a p p l y i n g  T h e o r e m  D . 2 . 1 .  D u e  t o  t h e  f a c t  t h a t  x  i s  U B ,  t h e r e  
e x i s t  p o s i t i v e  c o n s t a n t s  B l ,  B ,  ,  s u c h  t h a t  B ,  >  B ,  >  B  a n d  
I x ( 0 ) I  I  B z  I x ( t ) l <  B , ,  b ' t  2  0 ,  
I x ( 0 ) I  <  B l  3  I x ( t ) l S  B 2 , V t  2  0 .  
U s i n g  t h e  f a c t  t h a t  x i s  a l s o  U U B ,  t h e r e  e x i s t s  a  p o s i t i v e  c o n s t a n t  K  =  K ( B 1 ,  B )  ,  s u c h  
t h a t  I x ( o ) ~ <  B l  I x ( t ) l <  B ,  V t  2  K .  N o t e  t h a t  p e r i o d i c y  o f  r  i m p l i e s  l z ( n ~ ) I  5 r ( 0 )  f o r  
e a c h  n o n n e g a t i v e  i n t e g e r  n  .  D e f i n e  
s o  =  k x ,  z )  t  x 2  x  w  1  1x1 i  B , I Z I  <  r ( 0 1 )  
S ,  =  { ( x ,  z )  t  W '  x  R  (  1x1 <  l z l <  r ( 0 ) )  
( D . 2 . 5 )  
S 2  =  { ( x ,  Z )  E  ! R 2  x  R  1  1x1 5  B , , I z I  5  r ( 0 ) )  
T h e  s e t s  S o  c  S ,  c  S ,  a r e  c y l i n d e r s ,  c e n t r e d  a t  t h e  o r i g i n  i n R 3 .  T h e  l a t e r a l  s u r f a c e s  a r e  
t h e  s a m e  i n  e a c h  c a s e ,  w h i l e  t h e  r a d i i  a r e  i n c r e a s i n g .  C l e a r l y  S ,  i s  a  n e i g h b o u r h o o d  o f  
S o  r e l a t i v e  t o  S 2 .  D u e  t o  u n i q u e n e s s  P ~ ( x ( o ) , z ( o ) ) = ( x ( ~ T ) , z ( ~ T ) ) ,  f o r  e a c h  
n o n n e g a t i v e  i n t e g e r  j .  N o w  l e t t i n g  m  b e  t h e  s m a l l e s t  p o s i t i v e  i n t e g e r  s u c h  t h a t  
m T  2  K ( B , ,  B ) ,  i t  f o l l o w s  t h a t  P ~ ( s , )  c  S , , b ' j  >  0  a n d  P ~ ( s , )  c  S o , V j  2  m  .  C o n t i n u i t y  
o f  P  f o l l o w s  f r o m  t h e  c o n t i n u i t y  o f  t h e  s o l u t i o n s  o f  C  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  i n i t i a l  
c o n d i t i o n s .  T h e o r e m . 1  c a n  n o w  b e  a p p l i e d  t o  i n f e r  t h a t  P  :  S ,  I+ ( ! R 2  x  R )  ,  h a s  a t  l e a s t  
o n e  f i x e d  p o i n t  ( F ( o ) ,  Z ( O ) ) E  S o  .  F i n a l l y ,  s i n c e  F ( t )  i s  p e r i o d i c  a n d  u l t i m a t e  b o u n d e d  
b y  B  i t  m u s t  s a t i s f y  1 7 ( t ) l S  B ,  V t  >  0 .  
T h e  n e x t  s t e p  i n  t h e  a n a l y s i s  w i l l  b e  t o  o b t a i n  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n s  f o r  C  t o  h a v e  a  G A S  
a n d  h e n c e  u n i q u e  T - p e r i o d i c  s o l u t i o n .  N o t e  t h a t  G A S  a n d  G U A S  a r e  e q u i v a l e n t  f o r  
T - p e r i o d i c  s y s t e m s .  F o r  t h e  g e n e r a l  p a r a m e t e r i z a t i o n  i n  ( D . 2 . 1 ) ,  t h i s  t a s k  i s  b y  n o  m e a n s  
t r i v i a l .  H o w e v e r  t h e r e  a r e  c e r t a i n  s p e c i a l  c a s e s  f o r  w h i c h  t h e  t a s k  i s  g r e a t l y  s i m p l i f i e d .  
C o n s i d e r  f i r s t  t h e  c a s e  w h e r e  r ( [ O , T ) )  =  0  ( a n d  h e n c e  z ( % + )  =  0 )  a n d  L  =  0  .  I n  t h i s  c a s e  
C .  r e d u c e s  t o  t h e  l i n e a r  s e c o n d  o r d e r  s y s t e m x ,  =  x 2 , x 2  =  - R x 2  -  K x ,  +  b ( t ) ,  w h i c h  i s  
e a s i l y  s h o w n  t o  h a v e  a  G E S  T - p e r i o d i c  s o l u t i o n .  A l l  o f  t h e  c a s e s  w h i c h  f o l l o w  c a n  b e  
s e e n  a s  n o n l i n e a r  p e r t u r b a t i o n s  o f  t h i s  l i n e a r  s y s t e m .  
N e x t  t h e  c a s e  w h e r e  r ( [ O , T ) )  =  0  a n d  L  >  0 ,  s o  t h a t  C  r e d u c e s  t o  C x  .  I t  h a s  a l r e a d y  
b e e n  s t a t e d  i n  5 2 . 2 ,  t h a t  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n s  f o r  C x  t o  h a v e  a  G E S  T - p e r i o d i c  s o l u t i o n  
i s  t h a t  e i t h e r  L  <  R ~  o r  t h a t  C x  h a s  a  T - p e r i o d i c  s o l u t i o n  T ( t )  s u c h  t h a t  
IIT211, <  2 R K / L  .  S i n c e  a n y  T - p e r i o d i c  o f  E x  m u s t  s a t i s f y l l ~ I I ,  2  y b ,  t h e  l a t t e r  c o n d i t i o n  
i s  t r i v i a l l y  s a t i s f i e d  i f  i s  s u f f i c i e n t l y  s m a l l .  
W h e n  r ( [ O , T ) )  #  0  a n d  L  =  0 ,  o n e  o b t a i n s  t h e  s e m i  - l i n e a r  s y s t e m  
t )  2  ( t )  b ' t  2  0 .  
L e t  ( F ( t ) , Z ( t ) )  b e  a  T - p e r i o d i c  s o l u t i o n  o f  E L  a n d  l e t  ( x ( t ) , z ( t ) )  b e  a n  a r b i t r a r y  s o l u t i o n  
o f  E L  .  S e t t i n g  y ( t )  =  x ( t )  -  X ( t )  a n d  9 ( t )  =  z ( t )  -  Z ( t )  ,  t h e  d i r e c t i o n a l  d e r i v a t i v e  o f  t h e  
e r r o r  e n e r g y  
V ( y ,  9 )  =  o . ~ ( K ~ :  +  y: +  s 2 / ~ )  
( D . 2 . 7 )  
a l o n g  t h e  s o l u t i o n s  ( X ( t ) ,  Z ( t ) )  a n d  ( x ( t ) ,  z ( t ) )  s a t i s f i e s  
f r o m  w h i c h  i t  f o l l o w s  t h a t  t h e  T - p e r i o d i c  s o l u t i o n ( X ( t ) , Z ( t ) )  i s  u n i f o r m l y  s t a b l e .  
C o n s i d e r  f i r s t  t h e  c a s e  w h e r e  7  =  0 .  T h e n  ( D . 2 . 8 )  a n d  ( D . 2 . 6 )  i m p l y  t h a t  
y 2  E  L 2  ( I + ;  % )  
c O , '  ( % + ;  % )  ,  S O  t h a t  B a r b a l a t ' s  l e m m a  ( g B . 2 )  c a n  b e  u s e d  t o  
c o n c l u d e  t h a t  y 2  ( t )  +  0  a s  t  4  a  ,  o r  e q u i v a l e n t l y  l i m , , ,  x ,  ( t  +  n T )  =  X 2  ( t )  .  S i n c e  
C L  i s  p e r i o d i c  a n d  h a s  a l l  s o l u t i o n s  b o u n d e d ,  t h e  p o s i t i v e  l i m i t  s e t  R ( x ,  z )  i s  n o n e m p t y ,  
c o m p a c t  ,  i n v a r i a n t  a n d  a t t r a c t i v e .  F u r t h e r m o r e  R ( x ,  z )  m u s t  b e  c o n t a i n e d  i n  t h e  l a r g e s t  
i n v a r i a n t  s u b s e t  o f  E  =  Q x ,  z )  E  I 2  x  I  I  X, ( t )  =  X 2  ( t ) ,  b ' t  >  0 ) .  D e f i n e  r ,  =  m i n q q , ,  r ( t )  .  
A n y  s o l u t i o n  o f  C L  r e m a i n i n g  i d e n t i c a l l y  i n  E  m u s t  s a t i s f y  x ,  ( t )  =  
( t )  +  a / ~  a n d  
z ( t )  =  Z ( t ) - a ,  w h e r e  a  i s  s o m e  c o n s t a n t  s u c h  t h a t  la1 <  2 r , ,  .  U s i n g  t h e  a b o v e  
m e n t i o n e d  p r o p e r t i e s  o f  R ( x , z ) ,  i t  c a n  t h u s  b e  c o n c l u d e  t h a t  a l l  s o l u t i o n s  o f  
C L  c o n v e r g e  t o  a  T  - p e r i o d i c  s o l u t i o n .  I f  r ( t )  i s  O T  - p e r i o d i c ,  t h e n  r, =  0 ,  i m p l y i n g  
t h a t  ( Z ( t ) , ? ( t ) )  i s  t h e  u n i q u e  T  - p e r i o d i c  s o l u t i o n C , ,  w h i c h  i s  G A S  ( i t  c a n  a c t u a l l y  b e  
s h o w n  t h a t  ( X ( t ) ,  ? ( t ) )  i s  G E S )  .  I f  r ( t )  i s  n o t  O T  - p e r i o d i c  b u t  C L  h a s  a  T  - p e r i o d i c  
s o l u t i o n  s u c h  t h a t  o s c , ? ,  -  2 7 / G  >  0 ,  t h e n  a p p l y i n g  P r o p o s i t i o n  D . 1 . 2  o n e  o b t a i n s  t h e  
i n e q u a l i t y  
~ z ( t )  - ~ ( t ) l 6  l z ( 0 )  -  ~ ( 0 ) l e ' ~ e - ~ '  +  e Z p T ~  & - P ( ' - ' )  I x 2 ( s ) - X 2 ( s ) l d s ,  
( D . 2 . 9 )  
f o r  s o m e  c o n s t a n t  p  >  0 .  A p p l y i n g  L e m m a  B . 5  i n  5 B . 2  t o  ( D . 2 . 9 ) ,  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  
l i m n , ,  x 2  ( t  +  n T )  =  X 2  ( t )  i m p l i e s  l i m n , ,  z ( t  +  n T )  =  Z ( t ) .  I n  t h i s  c a s e  R ( x ,  z )  m u s t  b e  
c o n t a i n e d  i n  t h e  l a r g e s t  i n v a r i a n t  s u b s e t  o f ,  
E  =  { ( x ,  z )  E  W 2  x  W  I  x 2  ( I )  =  X 2  ( f ) ,  ~ ( t )  =  Z ( t ) ,  V t  >  0 1 .  S i n c e  n o  s o l u t i o n  o f  Z L  c a n  
r e m a i n  i n  E  o t h e r  t h a n  ( X ( t ) ,  Z ( t ) )  ,  i t  c a n  b e  c o n c l u d e d  t h a t  t h e T  - p e r i o d i c  s o l u t i o n  
( X ( t ) , . T ( t ) )  i s  G A S .  N o w  c o n s i d e r  t h e  c a s e  w h e r e a  =  l / R c  >  0 .  T h e n  u s i n g  t h e  s a m e  
a r g u m e n t s  a s  a b o v e ,  i t  c a n  b e  c o n c l u d e d  t h a t  l i m n , ,  x 2 ( t  +  n T )  =  q ( t )  a n d  
l i m , , ,  z ( t  +  n T )  =  Z ( t )  .  B u t  t h e n  R ( x ,  z )  m u s t  b e  c o n t a i n e d  i n  t h e  l a r g e s t  i n v a r i a n t  
s u b s e t  o f  E  =  { ( x ,  z )  c  W 2  x  W  I  x 2  ( 0  =  
( 9 ,  z ( t )  =  Z ( t ) ,  V t  >  O }  ,  o n c e  a g a i n  i m p l y i n g  t h a t  
t h e T  - p e r i o d i c  s o l u t i o n  ( ? ( t ) ,  Z ( t ) )  i s  G A S .  
B a s e d  o n  t h e  a b o v e  a n a l y s i s  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  C L  i s  a  v e r y  w e l l  b e h a v e d  s y s t e m  w h i c h  
i s  q u i t e  a m e n a b l e  t o  a n a l y s i s .  T h i s  i s  r a t h e r  s u r p r i s i n g  c o n s i d e r i n g  t h a t  C ,  i s  h i g h l y  
n o n l i n e a r .  I n d e e d ,  i t  w i l l  s h o r t l y  b e  s h o w n  t h a t  t h e  r a t h e r  i n n o c e n t  l o o k i n g  n o n l i n e a r i t y  
h ( x , )  i s  f a r  t r i c k i e r  t o  d e a l  w i t h  t h a n C ,  .  A n  i m p o r t a n t  p o i n t  a b o u t  t h e  s i t u a t i o n s  
c o n s i d e r e d  s o  f a r  i s  t h a t  a  r a t h e r  c o m p l e t e  c h a r a c t e r i s a t i o n  o f  t h e  p e r i o d i c  s o l u t i o n s  o f  
w e r e  o b t a i n e d  w i t h o u t  t h e  n e e d  t o  p l a c e  r e s t r i c t i o n s  o n  t h e  m a g n i t u d e s  o f  t h e  p o s i t i v e  
c o n s t a n t s  R ,  K ,  G  o r  i n  t h e  p e r i o d  T  .  I n  t h e  m o r e  g e n e r a l  c a s e s ,  s u c h  a n  a n a l y s i s  w i l l  b e  
f a r  m o r e  d i f f i c u l t ,  i f  n o t  i m p o s s i b l e  ( u s i n g  t h e  s i m p l e  t e c h n i q u e s  e m p l o y e d  h e r e ) .  
C o n s i d e r  n o w  t h e  c a s e  w h e r e  r ( [ O ,  T ) )  #  0 ,  q  =  0  a n d  L  >  0 ,  s o  t h a t  o n e  o b t a i n s  t h e  
f a m i l i a r  s y s t e m  
L e t  ( x ( t ) ,  Z ( t ) )  b e  a  T - p e r i o d i c  s o l u t i o n  o f  C  a n d  l e t  ( x ( t ) ,  z ( t ) )  b e  a n  a r b i t r a r y  s o l u t i o n  
o f  C  .  T h e  d i s t a n c e  b e t w e e n  s o l u t i o n s  y ( t )  =  x ( t )  -  x ( t )  a n d  9 ( t )  =  z ( t )  -  Z ( t )  s a t i s f y  
Y 1  =  Y 2  
w h e r e  E ( y I ; q )  =  h ( y l  +  J c , )  -  h ( 3 ) .  D u e  t o  ( D . 2 . 2 )  x ( y l ; q )  s a t i s f i e s  t h e  i n e q u a l i t y  
f o r  a l l  F l y  y l  E  % .  N o t e  a l s o  t h a t  y ( t )  i s  u n i f o r m l y  b o u n d e d  d u e  t o  t h e  b o u n d e d n e s s  o f  
x ( t )  a n d  i ( t )  .  V i e w i n g  ( D . 2 . 1 1 )  a s  t h e  m o d e l  o f  a  p h y s i c a l  s y s t e m ,  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  
t h e  t e r m  & ( y l ; J c l )  a c t s  l i k e  a  t i m e - v a r y i n g ,  n o n l i n e a r  s t i f f n e s s ,  w i t h  t h e  c a p a b i l i t y  o f  
i n t r o d u c i n g  e n e r g y  i n t o  t h e  s y s t e m .  I t  i s  f o r  t h i s  r e a s o n  t h a t  s i m p l e  e n e r g y - l i k e  
f u n c t i o n s ,  s u c h  a s  ( D . 2 . 7 )  c a n n o t  b e  u s e d  t o  p r o v i d e  a  u n i f i e d  a n a l y s i s  o f  t h e  p o s s i b l e  
p e r i o d i c  s o l u t i o n s  o f  ( D . 2 . 1 0 ) .  A s  a  r e s u l t  t h e  a u t h o r  h a s  b e e n  a b l e  t o  p r o v e  G A S ,  o n l y  
a f t e r  p l a c i n g  c e r t a i n  r e s t r i c t i o n s  o n  t h e  p e r i o d i c  s o l u t i o n s  t h e m s e l v e s  a n d  o n  t h e  r e l a t i v e  
m a g n i t u d e  o f  t h e  s y s t e m  p a r a m e t e r s  R , K , G  a n d L .  R a t h e r  t h a n  d e t a i l  a l l  o f  t h e  
p o s s i b i l i t i e s ,  o n l y  a  f e w  s p e c i f i c  c a s e s  w i l l  b e  d i s c u s s e d .  I t  w i l l  b e  a s s u m e d  t h r o u g h o u t  
t h a t  L  <  R ~ ,  w h i c h  i s  a  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n  f o r  C, t o  h a v e  a  G E S  T  - p e r i o d i c  s o l u t i o n  
w h e n  r ( [ O ,  T ) )  =  0  .  C o n s i d e r  t h e  L i a p u n o v  f u n c t i o n ,  
2  2  
Y ,  ( y , $ )  =  0 . 5 ( 2 ~  + a R  ) y l  +  a R y ,  y ,  +  y i  +  9  ' / G ,  
( D . 2 . 1 3 )  
W h i c h  i s  p o s i t i v e  d e f i n i t e  f o r a ~  ( 0 , 2 ) .  T a k i n g  t h e  d i r e c t i o n a l  d e r i v a t i v e  o f  
Y ,  ( y ,  9 )  a l o n g  t h e  s o l u t i o n s  ( Z ( t ) ,  Z ( t ) )  a n d  ( x ( t ) ,  z ( t ) )  
w h e r e  Y o u n g ' s  i n e q u a l i t y  b c  <  8  b 2 / 2  +  c 2 / 2  0 ,  ' d B  >  0  h a s  b e e n  u s e d  r e p e a t e d l y .  D u e  t o  
t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  L  <  R 2  ,  t h e  e x i s t s  a  c o n s t a n t  a  E  ( 0 , l )  s u c h  t h a t  a ( 1 -  a ) R 2  -  L  >  0 .  
P i c k i n g  a  =  m i n k  E  ( 0 , l )  I  8 ( 1 -  e ) R 2  -  L  >  0 )  a n d  o w i n g  t o  t h e  f a c t  t h a t  Y ,  ( y ,  8 )  i s  
q u a d r a t i c  a n d  p o s i t i v e  d e f i n i t e ,  t h e r e  e x i t s  a  c o n s t a n t  c  >  0  s u c h  t h a t  
a n d  h e n c e  
6  Y  3  -  Y  3 )  -  y ,  8 ) )  +  R  ( 8  ( r )  - y )  r .  ( D . 2 . 1 6 )  
i. 
N o w  s u p p o s e  t h a t  r ( t ) i s  O T / m  - p e r i o d i c  f o r  s o m e  p o s i t i v e  i n t e g e r  m .  A s s u m e  f o r  
s i m p l i c i t y  t h a t  r ( 0 )  =  0 ,  t h e n  f o l l o w i n g  t h e  s a m e  r e a s o n i n g  a s  i n  6 4 . 2  ( s e e  e q u a t i o n s  
( 4 . 2 . 1  0 ) - ( 4 . 2 . 1 6 ) ) ,  o n e  o b t a i n s  t h e  i n e q u a l i t y  
I n s e r t i n g  ( D . 2 . 1 7 )  i n t o  ( D . 2 . 1 6 )  g i v e s  
( D . 2 . 1 8 )  
I f  m 2  >  a G 2 T 2 / ~  ,  t h e n  t h e  s e c o n d  t e r m  o n  t h e  r i g h t  h a n d  s i d e  o f  ( D 2 . 1 8 )  w i l l  b e  
n e g a t i v e  ,  s o  t h a t  ( D . 2 . 1 8 )  c a n  b e  u s e d  t o  c o n c l u d e  t h a t  
5  ( ~ ( t ) ,  w ) )  I  6  ( Y ( O ) Y  8 ( 0 ) ) e - " ' ,  
( D . 2 . 1 9 )  
i m p l y i n g  t h a t  t h e  p e r i o d i c  s o l u t i o n  ( F ( t ) ,  Z ( t ) )  i s  G E S  a n d  h e n c e  u n i q u e .  G i v e n  t h a t  t h e  
e l a s t i c  m o d u l u s  G  i s  a s s u m e d  t o  v e r y  l a r g e ,  t h i s  c o n d i t i o n  w i l l  b e  v e r y  r e s t r i c t i v e  
u n l e s s  L  i s  v e r y  s m a l l .  I f  C  h a s  a  T  - p e r i o d i c  s o l u t i o n  s u c h  t h a t  o s c , F l  -  2 7 / G  >  0  
( r ( t )  n e e d  n o t  b e  O T  - p e r i o d i c ) ,  t h e n  a p p l y i n g  P r o p o s i t i o n  D . 2  o n e  o b t a i n s  i n e q u a l i t y  
( D .  1 . 4 ) .  A p p l y i n g  H o l d e r ' s  i n e q u a l i t y  ( § A .  1 )  t o  ( D .  1 . 4 )  a n d  i n t e g r a t i n g ,  o n e  o b t a i n s  t h e  
i n e q u a l i t y  
w h e r e  p  i s  a  p o s i t i v e  c o n s t a n t  ( s e e  p r o o f  o f  P r o p o s i t i o n  D . 2  f o r  d e f i n i t i o n ) .  A s s u m i n g  
t h a t  a  <  2 ,  t h e n  V ,  ( y ,  9 )  i s  q u a d r a t i c  a n d  p o s i t i v e  d e f i n i t e ,  i m p l y i n g  t h e  e x i s t e n c e  o f  a  
p o s i t i v e  c o n s t a n t  C ,  s u c h  t h a t  V  ,  (  y ,  9  )  >  - C  (  y  +  I  9  I " )  .  I n s e r t i n g  i n e q u a l i t y  ( D . 2 . 2 0 )  i n t o  
( D . 2 . 1 6 )  a n d  r e a r r a n g i n g ,  o n e  o b t a i n s  ( r e c a l l  t h a t  V ,  ( y ( t ) ,  9 ( t ) )  i s  u n i f o r m l y  b o u n d e d )  
I f  a  5  K ~ ~ / ( G ' ~ ~ P ~ ) ) ,  t h e n  t h e  i n t e g r a l  t e r m  o n  t h e  r i g h t  h a n d  s i d e  o f  ( D . 2 . 2 1 )  w i l l  b e  
n e g a t i v e ,  s o  t h a t  ( D . 2 . 2 1 )  c a n  b e  u s e d  t o  c o n c l u d e d  t h a t  y ~ ~ , ( % + ; % ~ ) a n d  
9  E  L 2  ( % + ;  % )  .  A s s u m i n g  t h i s  t o  b e  t h e  c a s e ,  s i n c e  ( F ( t ) ,  Z ( t ) )  a n d  ( x ( t ) ,  z ( t ) )  a r e  
L i p s c h i t z  c o n t i n u o u s ,  s o  a r e  y ( t )  a n d  S ( t )  .  B a r b a l a t ' s  l e m m a  c a n  b e  u s e d  t o  c o n c l u d e  
t h a t  l i r n , , ,  x ( t  +  n T )  =  Z ( t )  a n d  l i r n , , ,  z ( t  +  n T )  =  . Z ( t ) ,  w h i c h ,  b e c a u s e  ( x ( t ) ,  z ( t ) )  i s  
a n  a r b i t r a r y  s o l u t i o n ,  i m p l i e s  t h a t  t h e  p e r i o d i c  s o l u t i o n  ( F ( t ) ,  . T ( t ) )  i s  G U A S .  T h e  
c o n d i t i o n  a  5  ~ ~ ~ / ( a ~ ~ e ~ ~ ~ )  c a n  a l s o  b e  s e e n  a s  a  c o n d i t i o n  t h a t  L  i s  s u f f i c i e n t l y  
s m a l l ,  s i n c e  a  =  m i n i 9  E  ( 0 , l )  1  ~ ( 1 -  @ ) R 2  -  L  >  0 ) .  
I n  a n  a t t e m p t  t o  r e d u c e  t h e  r e s t r i c t i o n s  p l a c e d  o n  L ,  s p e c i f i c  b o u n d s  o n  t h e  p o s s i b l e  
p e r i o d i c  s o l u t i o n s  o f  C  w i l l  n o w  b e  c o n s i d e r e d .  T o  t h a t  e n d  c o n s i d e r  t h e  
n o n a u t o n o m o u s  L i a p u n o v  h n c t i o n  C o n s i d e r  t h e  L i a p u n o v  f u n c t i o n  
v2 ( Y ,  9 ;  1 )  =  6  ( y ,  9 )  +  2  i y ' K ( s ;  %  ( t ) ) d s ,  
( D . 2 . 2 2 )  
w h e r e  5 ( y , 9 )  i s  g i v e n  i n  ( D . 2 . 1 5 ) .  A s s u m i n g  t h a t  a  <  2  i n  ( D . 2 . 1 3 ) ,  t h e  u s i n g  ( D . 2 . 1 2 )  
i t  c a n  b e  s h o w n  t h a t  t h e r e  e x i s t s  t w o  c o n s t a n t s  c 2  2  c l  >  0  s u c h  t h a t  
c 1  ( y 2  +  g 2 )  <  V , ( y ,  9 )  5  c 2  ( y 2  +  d 2 )  .  T a k i n g  t h e  d i r e c t i o n a l  d e r i v a t i v e  o f  V , ( y , $ ; t )  
a l o n g  t h e  s o l u t i o n s  ( F ( t ) ,  Z ( t ) )  a n d  ( x ( t ) ,  z ( t ) )  g i v e s  
Y ,  ( ' 1 )  d s .  
v 2  ( y ,  9 ;  t )  i  - ( 2  -  a ) R y ;  -  a ~ ~ y :  -  a R y 1 9  +  Z, ( t )  1  
a z l  
U s i n g  h ( y , ; ~ , )  =  h ( y ,  +  2 , )  -  h ( T l )  a n d  t h e  d e f i n i t i o n  o f h ( x l )  g i v e n  i n  e q u a t i o n  ( D . 2 . 2 . 6 )  
i t  c a n  b e  s h o w n  t h a t  
h ( y ,  ;  ? , ) / a ~ ~  1  i 0 . 5 L l y 1  1  f o r  a l l  T I ,  y ,  E  W  ,  s o  t h a t  
N o w  s u p p o s e  t h a t  r ( t )  i s  O T / m  - p e r i o d i c  f o r  s o m e  p o s i t i v e  i n t e g e r  m ,  t h e n  i n e q u a l i t y  
( D . 2 . 2 7 )  h o l d s .  P i c k i n g  a  5  m i n ( 1 ,  K ~ ~ / ( G T ) Z ) ,  i f  Z  h a s  a  p e r i o d i c  s o l u t i o n  ( T ( t ) ,  P ( t ) )  
s u c h  t h a t  llZ211w i  a R K / L ,  t h e n  t h e  s a m e  r e a s o n i n g  a s  u s e d  t o  o b t a i n  ( D . 2 . 1 9 ) ,  c a n  b e  
u s e d  t o  s h o w  t h a t  ( Z ( t ) ,  T ( t ) )  i s  a  G E S  p e r i o d i c  s o l u t i o n  o f  Z  .  R e c a l l  t h a t  a n y  p e r i o d i c  
s o l u t i o n  o f  Z  m u s t  s a t i s @  llxll, i  f  ,  f o r  s o m e  c o n s t a n t  y  >  0  i n d e p e n d e n t  o f  b  .  
I t  f o l l o w s  t h a t  t h e  c o n d i t i o n s  a b o v e  c a n  b e  r e s t a t e d  a s  f o l l o w s .  I f  r  i s  O T / m  - p e r i o d i c  
a n d  b  i s  s u f f i c i e n t l y  s m a l l ,  t h e n  C  w i l l  h a v e  a  G E S  T - p e r i o d i c  s o l u t i o n .  I t  w o u l d  b e  
i n t e r e s t i n g  t o  t r y  a n d  d e v e l o p  a  c o n t r o l  r ( t )  w h i c h  w o u l d  e n s u r e  t h a t  
<  m 2 1 X 2 / ( ~ ~ 2 ~ 2 ) .  T h i s  w o u l d  o b v i o u s l y  b e  q u i t e  d i f f i c u l t ,  b u t  m i g h t  b e  a  
1122 11, -  
w o r t h w h i l e  r e s e a r c h  t o p i c  f o r  t h e  f u t u r e .  U n f o r t u n a t e l y ,  t h e  a u t h o r  h a s  b e e n  u n a b l e  t o  
c o n v i n c i n g l y  c o m b i n e  t h e  c o n d i t i o n  o s c &  - 2 F / G  >  0  w i t h  t h e  a  s m a l l n e s s  c o n d i t i o n  
o n  Z  =  .  T h i s  i s  a n o t h e r  p o s s i b l e  t o p i c  f o r  f u t u r e  r e s e a r c h .  T o  r e c a p  o n  s o m e  o f  
w  
t h e  r e s u l t s  o b t a i n e d  a b o v e .  
P r o ~ o s i t i o n  D . 2 . 2  
( i ) .  I f  r a n d  b  a r e  a d m i s s i b l e  T - p e r i o d i c  i n p u t  a n d  c o n t r o l  r e s p e c t i v e l y ,  t h e  s y s t e m  
( D . 2 . 1 0 )  h a s  a t  l e a s t  o n e  T - p e r i o d i c  s o l u t i o n .  
( i i ) .  O n  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  
L  <  R 2  a n d  r  i s  O T / m  - p e r i o d i c  f o r  s o m e  p o s i t i v e  
i n t e g e r  m y  i f  m 2  >  ~ G ~ T ~ / K ,  w h e r e  a  =  m i n k  E  ( 0 , l )  I  8 ( 1  - 8 ) R 2  -  L  >  0 1 ,  
t h e n  t h e  s y s t e m  ( D . 2 . 1 0 )  h a s  a  u n i q u e  G E S  T - p e r i o d i c  s o l u t i o n .  
( i i i ) .  O n  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  r  i s  O T / m  - p e r i o d i c  f o r  s o m e  p o s i t i v e  i n t e g e r  m  ,  i f  
( D . 2 . 1 0 )  h a s  a  T - p e r i o d i c  s o l u t i o n  ( X , Z )  s u c h  t h a t  ( ( ~ ~ 1 1 ~  2  U R K / L ,  w h e r e  
a  5  m i n ( 1 ,  K ~ ~ / ( G T ) ~ ) ,  t h e n  t h i s  s o l u t i o n  i s  G E S  f o r  ( D . 2 . 1 0 ) .  
F i n a l l y  c o n s i d e r  t h e  c a s e  w h e r e  r ( [ O , T ) )  #  0 ,  q  =  l / R c  >  0  a n d  L  >  0 ,  s o  t h a t  o n e  
o b t a i n s  t h e  s y s t e m  
T h e  s y s t e m  E D  a r i s e s  w h e n  t h e  c o n t r o l  r ( t )  =  I s ( t ) l ,  w i t h  s ( t )  b e i n g  t h e  s o l u t i o n  o f  
s y s t e m  C ,  i n  ( D .  1 . 1 4 ) ,  h a s  b e e n  a p p l i e d  t o  t h e  s y s t e m  i n  ( D . 2 . 1 0 ) .  T h e  s u b s c r i p t  D  i s  
u s e d  a s  a  r e m i n d e r  t h a t  a  d i s s i p a t i o n  s h a p i n g  c o n t r o l  i s  b e i n g  c o n s i d e r e d .  I t  i s  a s s u m e d  
t h a t  t h e  n e w  c o n t r o l  r s ( t )  i s  a d m i s s i b l e  a n d  T  - p e r i o d i c .  S i m i l a r  t o  t h e  p r e v i o u s  c a s e ,  
t h e  d i s t a n c e  b e t w e e n  s o l u t i o n s  y ( t )  =  x ( t )  -  x ( t )  a n d  3 ( t )  =  z ( t )  -  F ( t )  s a t i s f y  
Y l  =  Y 2  
w h e r e  h ( y l ; q )  =  h ( y ,  +  Z l )  -  h ( 3 )  s a t i s f i e s  t h e  i n e q u a l i t y  i n  ( D . 2 . 1 2 ) .  L e t  
( x ( t ) ,  Z ( t ) )  b e  a  T - p e r i o d i c  s o l u t i o n  o f  C ,  a n d  l e t  ( x ( t ) ,  z ( t ) )  b e  a n  a r b i t r a r y  s o l u t i o n  o f  
C , .  I t  s h o u l d  b e  c l e a r  t h a t  t h e  s t a b i l i t y  c o n d i t i o n s  o b t a i n e d  f o r  C  a l s o  a p p l y  t o  t h e  
s o l u t i o n s  o f  E D .  C o n s i d e r  t h e  L i a p u n o v  f u n c t i o n  V , ( y , 3 )  i n  ( D . 2 . 1 3 ) .  T h e  d i r e c t i o n a l  
d e r i v a t i v e  o f  V ,  ( y ,  3 )  a l o n g  t h e  s o l u t i o n s  ( x ( t ) ,  z ( t ) )  a n d  ( x ( t ) ,  Z ( t ) )  o f  E D  n o w  
s a t i s f y  ( s e e  ( D . 2 . 1 4 ) )  
O n  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  L  <  R ~ ,  t h e  e x i s t s  a  c o n s t a n t  a  E  ( 0 , l )  s u c h  t h a t  
a ( 1 -  a ) ~ ~  -  L  >  0 .  P i c k i n g  a  =  m i n i 0  E  ( 0 , l )  /  ~ ( 1 -  0 ) ~ ~  -  L  >  0 1 ,  t h e  q u a d r a t i c  t e r m  
a m y :  +  a R y 1 3  +  ~ S ~ / R , ,  w i l l b e  p o s i t i v e  d e f i n i t e  i f  R c  i s  c h o s e n  s u c h  t h a t  
R c  <  8 K I a R .  C h o o s i n g  a  a n d  R c  a s  a b o v e ,  t h e  l e f t  h a n d  s i d e  o f  ( D . 2 . 2 7 )  w i l l  b e  
n e g a t i v e  d e f i n i t e ,  t h u s  i m p l y i n g  t h a t  t h e  p e r i o d i c  s o l u t i o n  ( x ( t ) ,  Z ( t ) )  i s  G E S .  N o t e  t h a t  
t h e  u p p e r  b o u n d  o n  R c  t e n d s  t o  i n f i n i t y  a s  L  t e n d s  t o  z e r o .  N o w  c o n s i d e r  t h e  L i a p u n o v  
f u n c t i o n  V 2 ( y ,  3 ; t )  g i v e n  i n  ( D . 2 . 2 1 ) .  U s i n g  t h e  i n e q u a l i t y  13 h ( y ,  ; ? , ) / i ? ~ ~  1  5  o . ~ L ( Y ,  1 ,  
t h e  d i r e c t i o n a l  d e r i v a t i v e  o f  V 2  ( y ,  3 ;  t )  a l o n g  t h e  s o l u t i o n s  C ,  s a t i s f i e s  
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S u p p o s e  E D  h a s  a  T - p e r i o d i c  s o l u t i o n  ( Z ( t ) ,  T ( t ) )  ,  s u c h  t h a t  Ilz2 l l m  <  2 R K / L  .  S e t t i n g  
a  =  m i n { t 9  e  ( 0 , 2 )  1  t 9  >  ~ ~ 1 4 1 1 / ~ ~ ) ,  i f  R c  < 4 K / a R  t h e n  t h e  r i g h t  h a n d  s i d e  o f  ( D . 2 . 2 7 )  
w i l l  b e  n e g a t i v e  d e f i n i t e ,  i m p l y i n g  t h a t  ( Z ( t ) ,  Z ( t ) )  i s  G E S  a n d  h e n c e  u n i q u e .  S i n c e  a n y  
p e r i o d i c  s o l u t i o n  o f  E D  m u s t  s a t i s f y  Ilxll, 5  3 - ,  f o r  s o m e  c o n s t a n t  y  >  0  i n d e p e n d e n t  o f  
F ,  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  b o u n d  o n  R c  t e n d s  t o  i n f i n i t y  a s  b  t e n d s  t o  z e r o .  N o t e  t h a t  t h a t  t h e  
t w o  c o n d i t i o n s  g i v e n  a b o v e  o n l y  r e q u i r e  t h a t  t h e  c o n t r o l  r ( t ) i s  T - p e r i o d i c .  T h e  
d i s c u s s i o n  a b o v e  e s t a b l i s h e s  t h e  f o l l o w i n g .  
P r o ~ o s i t i o n  D . 2 . 6  
( i ) .  I f  r a n d  b  a r e  a n  a d m i s s i b l e  T - p e r i o d i c  i n p u t  a n d  c o n t r o l  r e s p e c t i v e l y ,  t h e  
s y s t e m  ( D . 2 . 2 5 )  h a s  a t  l e a s t  o n e  T - p e r i o d i c  s o l u t i o n .  
( i i ) .  O n  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  L  <  R 2  ,  s e t  a  =  m i n i t 9  E  ( 0 , l )  I  @ ( I  -  6 ) R 2  -  L  >  0 1 .  I f  
R c  <  8 K / a R  t h e n  t h e  s y s t e m  ( D . 2 . 2 5 )  h a s  a  u n i q u e  G E S  T - p e r i o d i c  s o l u t i o n .  
( i i i ) .  I f  ( D . 2 . 2 5 )  h a s  a  T - p e r i o d i c  s o l u t i o n  ( Z , T )  s u c h  t h a t  11y2 1Im 5  a R K / L  ,  w h e r e  
a  5  m i n ( 2 , 4 ~ / ( R R ~ ) ) ,  t h e n  t h i s  s o l u t i o n  i s  G E S  f o r  ( D . 2 . 2 5 )  
T h e  c o n d i t i o n s  d e r i v e d  f o r  t h e  u n i q u e n e s s  a n d  s t a b i l i t y  o f  t h e  p e r i o d i c  s o l u t i o n s  o f  
C  a n d  C D  a r e  o n l y  s u f f i c i e n t  a n d  b y  n o  m e a n s  n e c e s s a r y .  I t  i s  t h o u g h t  t h a t  w i t h  f u r t h e r  
i n v e s t i g a t i o n  a n d  b y  e m p l o y i n g  d i f f e r e n t  t e c h n i q u e s  o f  a n a l y s i s ,  t h a t  t h e  r e s t r i c t i o n s  o n  
t h e  O T / m  - p e r i o d i c  c o n t r o l  a n d  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  p a r a m e t e r  R, m a y  b e  s i g n i f i c a n t l y  
w e a k e n e d .  S o m e  p o s s i b l e  d i r e c t i o n s  o f  i n v e s t i g a t i o n  a n d  t e c h n i q u e s  a r e  d i s c u s s e d  i n  t h e  
c o n c l u s i o n s  a n d  d i s c u s s i o n s  c h a p t e r  o f  t h i s  t h e s i s .  
I n  w h a t  f o l l o w s  i t  w i l l  b e  a s s u m e d  t h a t  L  <  R 2  a n d  t h a t  R c  h a s  b e e n  c h o s e n  s o  a s  t o  
e n s u r e  t h a t  C D  h a s  a  G E S  T - p e r i o d i c  s o l u t i o n  
( F ( t > Y  W ) )  =  ( ~ ( t ;  x ,  ( 0 1 ,  r s  ( . I ,  b ( . ) ) ,  a t ;  x ,  ( 0 1 ,  v ,  ( . I ,  b ( . ) ) )  
L e t  i s ( t )  a n d  b ^ ( t )  b e  a n  a d m i s s i b l e  c o n t r o l  a n d  i n p u t ,  w h i c h  c o n v e r g e  t o  t h e  T - p e r i o d i c  
f u n c t i o n s  r ,  ( t )  a n d  b ( t )  r e s p e c t i v e l y ,  i n  t h e  s e n s e  t h a t  l i m n , ,  i s  ( t  +  n T )  =  r s  ( t )  a n d  
l i m n , ,  b ( t  +  n T )  =  b ( t )  f o r  a l l  t  E  [ O , T ]  .  S u p p o s e  t h a t  ( i ( t ) ,  i ( t ) )  i s  a n  a r b i t r a r y  s o l u t i o n  
o f  C, c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  c o n t r o l  a n d  i n p u t  i s ( t )  a n d  & t ) ,  t h a t  i s  
i t )  =  i t ;  i a  ( 0  i s  ( )  ) )  a n d  i ( t )  =  2 ( t ;  i a  ( 0 ) ,  i s  ( a ) ,  & a ) )  .  I t  w i l l  n o w  b e  s h o w n  t h a t  
u n d e r  t h e  c o n d i t i o n s  s t a t e d  a b o v e  t h a t  l i m n , ,  ( 2 ( t  +  n T ) ,  i ( t  +  n T ) )  =  ( x ( t ) ,  z ( t ) )  .  L e t  
z * ( t )  d e n o t e  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  v a r i a t i o n a l  i n e q u a l i t y  
F o r  s i m p l i c i t y  i t  w i l l  b e  a s s u m e d  t h a t  r ( 0 )  2  i ( 0 )  ,  s o  t h a t  z * ( O )  =  i ( 0 )  i s  a n  a d m i s s i b l e  
i n i t i a l  c o n d i t i o n .  S e t  a  =  G I R ,  ,  C ( t )  =  G i 2 ( t )  -  a i ( t )  -  j ( t )  a n d  
w *  ( t )  =  G i 2  ( t )  -  a z *  ( t )  -  i *  ( t )  .  I t  c a n  b e  s h o w n  t h a t  
IIw* 1 1  ,  IIYI, i  G K ~  +  a 7 +  K ,  =  B / 4 ,  w h e r e  K X  i s  a  L i p s c h i t z  c o n s t a n t  f o r  i ( t )  a n d  K ,  i s  
m  
a  L i p s c h i t z  c o n s t a n t  f o r  r ( t )  a n d  r ^ ( t ) .  T e s t i n g  t h e  v a r i a t i o n a l  i n e q u a l i t y  d e f i n i n g  z *  ( t )  
w i t h  =  Q ( 2 ;  r ( t ) )  y i e l d s  
( G - z - z - Q ( ( ~ ) ) ) = ( G ~ - a - * z * -  + w * ~ ( ; ( t ) ) O  ( D . 2 . 3 0 )  
)  
w h i c h  i m p l i e s  ( s e e  § A 2  f o r  t h e  p r o p e r t i e s  o f  t h e  o p e r a t o r s  Q ( z ^ ; r ( t ) )  a n d  P ( i ; r ( t ) ) )  
( G i 2  - a z *  - i * , z *  - 2 )  +  ~ / 4 l r ( t ) - i ( t ) l >  0 .  
( D . 2 . 3  1 )  
S i m i l a r l y ,  t e s t i n g  t h e  v a r i a t i o n a l  i n e q u a l i t y  d e f i n i n g  i ( t )  w i t h  p  =  ~ ( z * ;  i ( t ) )  y i e l d s  
( ~ i ~  -  a 2  -  j ,  2  -  z * )  +  ~ / 4 l r ( t )  - i ( t ) I >  0 .  
( D . 2 . 3 2 )  
D e f i n e  p  =  i - z *  a n d  T  =  r  - i  .  N o w  a d d i n g  ( D . 2 . 3 1 )  a n d  ( D . 2 . 3 2 ) ,  a n d  t h e n  
r e a r r a n g i n g  g i v e s  
( b ,  p )  5  - a p 2  +  B / 2  I Z ( t ) I .  
( D . 2 . 3 3 )  
I n t e g r a t i n g  ( D . 2 . 3 2 )  o v e r  t h e  i n t e r v a l [ O , z ]  a n d  u s i n g  p ( 0 )  =  0  g i v e s  
p 2  5  B  [ e - 2 a ( 7 - s )  J r  -  ( s ) l d ~ . .  ( D . 2 . 3 4 )  
F o r  s o m e  o  >  0  s u c h  t h a t  o  <  2 a  a n d  
t  2  z  m u l t i p l y i n g  ( D . 2 . 3 4 )  b y  e - " ( ' - ' )  a n d  
i n t e g r a t i n g  u p  t o  t  g i v e s  
2 0 7  
A n  e s t i m a t e  i n  t e r m s  o f  I p ( t ) (  r a t h e r  t h a n  p 2 ( t ) c a n  b e  o b t a i n e d  b y  a p p l i c a t i o n  o f  
H o l d e r ' s  i n e q u a l i t y  t o  ( D . 2 . 3 5 )  
N o w  s e t t i n g  y ( t )  =  i ( t )  -  x ( t ) ,  S ( t )  =  z *  ( t )  -  T ( t )  ,  g ( t )  =  g ( t )  -  b ( t )  a n d  u s i n g  ( D . 2 . 2 5 ) ,  
t h e  d i s t a n c e  b e t w e e n  s o l u t i o n s  s a t i s f i e s  
T h e  d i r e c t i o n a l  d e r i v a t i v e  o f  V ,  ( y ,  9 )  a l o n g  t h e  s o l u t i o n s  ( 2 ( t ) ,  z *  ( t ) )  a n d  ( F ( t ) ,  Z ( t ) )  
s a t i s f i e s  
A s  i n  p e r v i o u s  d e v e l o p m e n t s ,  o n  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  L  <  R ~ ,  a n d R c  a n d  a  c a n  b e  
c h o s e n  s o  a s  t o  e n s u r e  ( y , $ )  a n d  t h e  f i r s t  t e r m  i n  b r a c k e t s  o n  t h e  r i g h t  h a n d  s i d e  o f  
( D . 2 . 3 8 )  a r e  p o s i t i v e  d e f i n i t e .  A s s u m i n g  t h i s  t o  b e  t h e  c a s e  a n d  f o l l o w i n g  t h e  u s u a l  
p r o c e d u r e s  o n e  o b t a i n s  t h e  e s t i m a t e  
( D . 2 . 3 9 )  
w h e r e  y ,  ( t )  =  ( y ( t ) ,  9 ( t ) )  a n d  f o r  s o m e  c o n s t a n t s  P ,  y ,  a  >  0  .  I n s e r t i n g  ( D . 2 . 3 6 )  i n t o  
( D . 2 . 3 9 )  o n e  o b t a i n s  ( o n e  c a n  a s s u m e  t h a t  C T  <  2 a ,  b y  t a k i n g  a  s m a l l e r  a  i f  n e c e s s a r y )  
I t  f o l l o w s  f r o m  L e m m a  B . 5  i n  5 B . 2  t h a t  i f  ,  E  ( +  o r  i f  
l i r n , , ,  i ( t  +  n T )  =  r ( t )  a n d  l i m , ,  6 ( t  +  n T )  =  b ( t )  ,  t h e n  l i m n + ,  i a  ( t +  n T )  =  i f a  ( t )  .  
T h i s  p r o p e r t y  i m p l i e s  t h a t  t h e  s o l u t i o n s  o f  C ,  " f o r g e t "  t h e i r  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  a n d  
c o n v e r g e  t o  a  " s t e a d y  s t a t e "  s o l u t i o n  w h i c h  i s  d e t e r m i n e d  b y  t h e  a s y m p t o t i c  b e h a v i o u r  
o f  b ( t )  
a n d  r ( t )  .  E q u i v a l e n t l y ,  t h e  s t r u c t u r e  o f  t h e  p o s i t i v e  l i m i t  s e t  Q ( x ,  z )  i s  
i n d e p e n d e n t  o f  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  a n d  d e p e n d s  o n l y  o n  t h e  p o s i t i v e  l i m i t  s e t s  o f  t h e  
f u n c t i o n s  b ( t )  a n d  r ( t )  .  
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